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1 Motivation

[4, 3, 6, 5, 2, 1] Beschreibung von Systemen durch Automaten und logische For-
meln moéglich

Logik statisch
geeignet zur Spezifikation
Negation einfach

Automat dynamisch
geeignet zur Auswertung von Systemverhalten
Minimierung

typische Fragen zu

Sprachen Automaten Logik
spezielle Spraché Automat.A Formely
L= 0,L Ly erkannte Sprachg(.A) Semantik[¢]
Ly Z Lo, L1 N Ly ~ ¢ Aquivalenz vonA, B o=
minimaleraq. Automat .minimale” &quivalente Formel

Allgemeinguiltigkeit
Erfullbarkeit
ag.deterministischeAutomat aqg. Formel in Normalform

Klasse von Sprachen Automaten Formeln
Abgeschlossenheit erkannte Sprachen definierbare Sprachen
Entscheidbarkeit

Wichtiger Satz aus Informatik 4

Satz 1.1 Fur eine Sprachd. C A* sind die folgenden Aussagen aquivalent:
1. Listregulér.

2. Es existiert ein NFAA mit L(A) = L.

3. Es existiert ein DEAA mit L(A) = L.

4

. Die Nerode-Rechtskongruenz hat endlichen Index.



2 Sprachen (Wiederholung)

Worter

endliches Alphabetl — Menge von Symbolen (Buchstaben)
kartesisches Prodult™ — n-Tupel, Vektoren, Worter der Lange
Lange|w| =n

Wortw . .. wy,, ist Funktionw : {1,...|w|} — A (stattw; auchw(i))
dom(w) = {1,..., |w|} Menge aller Positionen iw

Menge aller Worterd* = |, o A" mit A° = {e}

Verkettung- von Worternu, v € A*:w: {1,...,|ul},v:{1,...,|v[}

(w-v):{1,... |Jul+ |v|} mit

(- 0)(0) = {u(i) farie {1,...,|ul}

v(i — |u|) sonst

Verkettung- ist assoziativ, aber nicht kommutativ
e neutral fur-, d.h. firallew € A*: e - w=w-e=w

(A*, -, e) ist Monoid

Sprachen

Sprachenl C A*, L € 247, charakteristische Funktiop;, : A* — {0,1}
Boolesche Operationen, N, —
(247, U,n,, 0, A*) ist Boolesche Algebra
VerkettungL; - Lo = {u-v | u € Ly,v € Ly}
LO={e}, L™ =L L" L* = J,en L"
(247, -, {e}) ist Monoid
(247, U, -, {e}, A*) ist Halbring
Regulare Ausdricke:
REGEXP
reo=0|elalrUs|r-s|r*
wobeia € A undr, s REGEXP
regulare Ausdriicke (als Terme) — rationale Sprache (RAT)

erweiterte regulare Ausdrticke (nicht starker, erlauben aber intuitivere Formalisie-
rung)



3 Logiken MSO4[S, <] und FO4[S, <]

Logik = Syntax + Sematik
FO —first order: nur Individuenvariablen
MSO — monadic second order: Individuen- und Mengenvariablen (Menge = ein-
stelliges Pradikat)

Junktoren V, A, -, —,
syntaktische Elemente einer logischen SpracDeantoren V, 3

Variablen X = Xro U Xmso

allgemein fir Worter
Relationssymbole Yr = J, o ng) S, < (zweistellig), P, fur a € A (einstellig)
Konstanten E%O [, r (einstellig)

3.1 SyntaxFO,4[S, <] und MSO4[S, <]

allgemein fur Worter
Terme XU 2%9) XuU{l,r}
FO-Atome p(t1,...,ty) mit t1 < to,S(t1,t2), Py(t) mit

pE Eg), t,t; Terme t,t1,to Terme,
MSO-Atome X(t) mit X € Xuso X(t) mit Termt, X € Xumso

Formeln inFO, [, <] induktiv definiert; ¢ == P | ¢ | ¢+ | Q|
mit FO-AtomenP, z € Xgg, MSO4[S, <]-Formelng, v,
* €{V,A\, =, <} Qe {V,3}

Formeln inMSO 4[5, <] induktiv definiert:’ pu=P|-p|o*x | Qa:gp‘
mit FO- oderMSO-AtomenP, = € X, FO4[S, <]|-Formelny, 1,
x € {V,A,—, <}, Qe {V,3},

3.2 SemantikFO4[S, <] und MSO4]S, <]
X-StrukturS = (|S], [-]s) mit
e Trager|S| # ()

e fUr jedes Symboh € N, jedesp € 25;” eine Relationp]s C |S|™ (als
Funktion[ps : |S|" — {0,1}

e fUr jede Konstante ¢ 2;9) eincls € |S|
Jedes Wortv € A* definiertWortstrukturw = (|w|, [-],) mit

e |w| =dom(w) ={1,...,|w|}
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{i € dom(w) | w; = a}
{(i,i+1) | i € dom(w) \ {Jwl[}}
{(i,4) € dom(w)* | i < 7}

0

|w]

Variablenbelegung : Xro — dom(w), Xpso — 29°m(®)

Modifizierte Belegung

c fallsy = x
olz—d(y) =
o(y) sonst
Erweiterung auf Terme:
o(t) fallst € Xgo

Interpretationw, o) mit Wortstrukturw und Belegungr.

3.3 Wabhrheitswerte

Wahrheitswert voritomenin Interpretationw, o)

[[Pa (t)]] (w,o)

Htl < tz]](%g)

1St t2)] (w,0)

[X ()] (w,0)

falls wa(t) =a
sonst

falls O‘(tl) < U(tg)
sonst

1 fallso(ty) =o(t1) + 1
0 sonst

1 fallso(t) € o(X)

0 sonst

Wahrheitswert vorrormelnin Interpretation((w, o), o)

1= [elwe
max{[©] w,0), [¥] w0}

min{ ] (w,0); [¥] (w0 }
max{ [¢] (w,ofe—d) | ¢ € dom(w)}
maX{[[‘P]](w@[X—»C]) | C C dom(w)}
min{ [ w,ofe—d)) | ¢ € dom(w)}
min{ [¢] (w,o[x—c]) |



3.4 MSO04[S, <]- und FO 4[S, <]-definierbare Sprachen

Interpretationw, o) heiBtModell fir ¢ gdw. [¢] (w0 =1

Fur Satzep € MSO4[S, <] (Formeln ohne freie Variablen) ist die Belegung irre-
levant und wir schreibefiy], := [¢](w,) fur eine beliebige Belegung.

Jeder Satp € MSO4[S, <] definiert die Sprache

L(p) ={w | [¢]w =1}

Definition 3.1 Fireine LogikL heil3t die Spraché C A* genau danr-definierbay
wenn ein Satp € L mit L = L(p) existiert.

Fakt3.1 1. Zujeder Formel irFO 4[5, <] existiert eine &quivalente Formel in
FO4lS, <], die die Konstantehundr nicht enthélt.

2. Zu jeder Formel ilMISO 4[S, <] existiert eine &quivalente Formel in
MSO 4[S, <], die die Konstantehundr nicht enthalt.

p(l) =3z (p(x) A=Fy(y <)) @(r) =Tz (p(x) A -Ty(z <y))
Fakt3.2 1. Zujeder Formel ifO4[S, <] existiert eine aquivalente Formel in
FOA[<].

2. Zu jeder Formel ilMSO 4[S, <] existiert eine &quivalente Formel in
MSOA[<].

Beweis:
S(r,y) = <yA-Jz(z<zAz<y)

Fakt 3.3 Zu jeder Formel inMSO 4[5S, <] existiert eine &quivalente Formel in
MSO4[5].

Beweis:
r<y=3X (-X(z) A X(y) A\V2V2 ((X(2) AS(z,2") — X(2)))

Bemerkung 3.1 In FO4[S, <] laf3t sich< nicht eliminieren.

3.5 Kodierung der Belegung

Wort w :dom(w) — A
Belegung furX € Xuso o(X) : dom(w) — {0,1}
Belegung firr € Xgo o(z) : dom(w) — {0,1} mit [o(z)| =1
Interpretation (w,0) : dom(w) — A x {0,1}"
fur n Variablen
Interpretation = Wort Gber erweitertem (aber endlichen) Alphabet{0, 1}"
(w,0) € (Ax {0,1}")"



4 Sprachen endlicher Woérter

4.1 Wiederholung NFA
NFA A = (Q, a, 8, 3) mit

¢ endliche Zustandsmengg # ()

e Startzustande C Q (o : Q — {0,1})

e Endzustand® C Q (5 : Q@ — {0,1})

e Transitionen: Homomorphismus: A* — (Q? — {0,1}) von Wortern
ausA* auf|Q|*-Matrizen mit Eintragen i{0, 1}, eindeutig bestimmt durch
Einschrankung auf Buchstabén A — (Q? — {0,1})

Homomorphismusg zwischen MonoideriA*, -, ) und (Q?, ®, Eg):
Ejq ist|Q| x |Q|-Einheitsmatrix,
- ist Verkettung® boolesche Matrixmultiplikation

é(e) = Ejg| und  d(u-v) =4d(u) ©(v) mit
(0(u) © 6(v)) (4, j) = max{d(u)(i, k)o(v)(k,j) | k € Q}
Erkannte Sprache

elegant

LA) ={w]|a®diw)o p=1}

durch akzeptierenden Lauf

Lauf des NFAA auf Wortw € A*: (g1,...,qu+1) € Q"I*, so daR fir alle
i € dom(w) gilt (gi, gi+1) € 0(w;) .

akzeptierender Laufles NFAA auf Wortw € A*: Lauf (go, .. ., g € QI“I*!
mit ¢o € awundgy,,, € B.

L(A) ={w | es ex. ein akzeptierender Lauf vaghaufw}

durch Uberdeckung

Transitionsfunktiory definiert endliche Menge vokacheln(Dominosteine)
Ta={(a,p,q) | 6(a)(p,q) = 1} 6y

Projektionenzr(a,p,q) = a € A, ma(a,p,q) = p € Q, m3(a,p,q) = q € Q
Uberdeckundir w: Folge (T4, ...,T,) € TLM von Kacheln, so daf flr allee
dom(w) gilt 7 (7;) = w; und fur alle: € dom(w) \ {|w|} gilt 73(T;) = ma(Ti41)-



akzeptierende Uberdeckurdgr w: (T1,...,T},) € Tﬁ“' mit m2(7T}1) € « und
773(ﬂw|) € 6

L(A) = {w | es ex. eine akzeptierende Uberdeckungwamit Kacheln aug’(A)}
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4.2 NFA-Erkennbarkeit und MSO 4[S]-Definierbarkeit

Satz 4.1 (Buchi, Elgot 1960)Eine Sprachd. C A* ist genau dann regulér, wenn
sieMSO 4 [S]-definierbar ist.

verwenden Satz aus Informatik 4:

L regulargdw. es existiert NFAA = (Q, «, d, 3) mit L = L(A)

Beweis: (=)

zu zeigen: Jede regulére SpracheM$tO 4[S]-definierbar.

gegeben: NFM = (Q, a, 9, )

Konstruktion eines Satzes, mit L(A) = L(p.4)

Bezeichnunglom’(w) = dom(w) U {Jw| + 1} = {1,..., |w| + 1}

Laufq : dom’(w) — Q

¢4 ist logische Formulierung fir s existiert ein akzeptierender Layfcdom’ ()
von A aufw.

e MSO-Variablen{X, | ¢ € @} fur Mengen von Positionen, an dendrbei
Lauf aufw in Zustandy ist.

e {X,|q € Q} muBPartition vondom’(w) sein.

p =V (\/ (Xq(w) A /\ ﬁXq(@))
q€Q peQ\{q}

e ¢y ist Startzustandy( € «),

Pa = \/ Xq(D)

qcx
e furallei € dom(w) existiert einw;-Ubergang vony; zu ¢; 11
(6(w;)(gis giv1) = 1).
ps = VaVy (ﬁS(fE, Vo (K@) A X(y) A Pa(ar)))
a€A,(p,q)€d(a)

e von gy, wird ein Endzustand erreicht

p=\  (Xp(r) APa(r))
a€A,qep
(p,q)€d(a)
pa=3X1...3Xq (P Apa Aps App)

(=)
zu zeigen: JedMSO 4 [S]-definierbare Sprache ist regulér.

11



gegeben: Satz € MSO 4[S]

Konstruktion eines NFAA = (Q, «, §, 3) mit L(A) = L(yp)
Definition einer LogikM SO',[S, <] ohne first-order-Variablen
Atome:

fallso(X) Co(Y)
sonst

falls o(X) C [Palw
sonst

Xcy [[chﬂ(waz{l

X <Y [[X<Y]](wg:{0

XCPh, [X C Pa](we)

—_

falls|o(X)| =1

sonst

fallso(X) = {i},o(Y)={j}undj =i +1
0 sonst

falls o(X) = {i}, o(Y) = {j} undi < j
sonst

Sing(X)  [Sing(X)](w,0)

)

S(va) [[ (XY]](wa

induktiver Formalaufbau wie Ublich

Lemma 4.1 Zu jeder Formelp € MSO4[S, <] existiert eine aquivalente Formel
¢’ € MSO/,[S, <].

Beweis: Ubersetzung: MSO4[S, <] — MSO/4[S, <] mit ' : Xpo — Xmso

t(X(y)) = Sing(t'(y)) At'(y) € X
t(Pa(z)) = Sing(t'(z)) At'(z) C Py
t(S(z,y) = S (2),t(y))
tx<y) = t'(z)<t(y)

tip) = —t(p)

tlpxy) = tlp)*t(y) furxe{v,A}
tQzp) = Qt'(x)t(p) furQ e {v,3}

Fortsetzung Beweis fir Satz 4.&€):
Codierung der Belegungen nach Abschnitt 3.5
zu zeigen: Fur jede Formel € MSO/,[S, <] mit den freien Variabled X1, ..., X, }
ist die Sprachd.(¢) C A x {0,1}" regular
Induktion Gber Formelaufbau
Induktionsanfang: Konstruktion von Automaten flir Atome
Induktionsschritt:  fir mit Junktoren zusammengesetzte Formeln:
Abschluf3eigenschaften varEG unter
Vereinigung, Schnitt und Komplement

12



im Induktionsschritt bleibt noch zu zeigen:
ausL(y) € REG folgt L(3X ¢) € REG und L(VX ¢) € REG

Wegen der logischen AquivaleiZ ¢ = -3X ¢ geniigt es, zu zeigen:
ausL(y) € REG folgt L(3X¢) € REG

Lemma 4.2 (Projektionslemma) Fur zwei Alphabetel und B, eine Funktior :
A — B und deren homomorpher Fortsetzulg A* — B* gilt:
Ist L C A* regulér, dannist aucth(L) = {h(w) | w € L} regulér.

REG ist also abgeschlossen unter Projektionen.
Projektion

f(Ax {0, 13"t — (A x{0,1})T mit
f(a,Cl, .- .,Cn,Cn+1) = (CL,Cl, s ,Cn)

()

Lemma 4.3 (Quantorenlemma) Fur die von einer Formelp definierte Sprache
L(y) und die Projektionf aus (2) gilt

F(L(p)) = L(3Xnp)

Abschlul? des Beweises von Satz 4.1:
fur Induktionsschritt noch zu zeigen:

ausL(y) € REG folgt L(3X ¢) € REG

0.B.dAX = X,

Wegen Lemma 4.3 gilt.(3X,,¢) = f(L(v)) mit der Projektionf aus (2)
und wegen Lemma 4.2 foldi(3X,,¢) = f(L(¢)) € REG ausL(p) € REG.
4.3 Folgerungen

(ungerichteter) Grapti = (V, E) mit E C (¥)
Hamiltonkreis inG: Folge(v1, . .., vy) in der

1. jeder Knoten au¥®” genau einmal vorkommt und

2. {vi,v,} € Eundfurallei € {1,...,n — 1}: {v;,vi} € E

Folgerung 4.1 Es gibt keinen Satz € MSO|E], so daf fur jeden Graphe® gilt:
[¢]le = 1 gdw. G hat einen Hamiltonkreis

Folgerung 4.2 Es existiert keine Formeb € MSO[<] mit den freien Variablen
{z,y,2}, sodaly], = 1 gdw. o(z) + o(y) = o(2)

13



5 w-Sprachen

endliches Alphabett

w-Worter

w-Worté§ :IN— A(:w— A)

Menge allerw-Worter: A“ = {{ : N — A}

Verkettung- : A* x AY — A furu:{0,...,|Jul -1} — A, {:N— A
u(7) furi € {0, |u| — 1}

&(i— |u|) sonst

(u€) (@) = {

Verkettung ,assoziativ‘(uv)& = u(vé)

w-Sprachen

w-Sprachel C A¥
Operationen aub-Sprachen:
e Boolesche Operationen N,  (Komplement)
e \erkettung : 24" x 24% — 24% mit
fir L C A*undM C A¥ist LM ={ué|ue L,§ € M} C A%
e unendliche lteration ¢ : 24" — 24 mit
LY = {ujuz... |1 € Nyu; € L\ {e}}

(LUM)® = (L*M)*U(LUM)~
(LM)* = L(ML)"
LY = LLY=L"L*=L"L"
(e = @)=L

Regularew-Sprachen

Definition 5.1 Sprachel. C A¥ heil3tw-regular gdw. eine Zahln und fir jedes
i € {1,...,n} SprachenV;, M; € REG existieren, so daf gilt:

L= |J MNy
i€{1,...,n}
Menge allerw-regularen SprachenREG
Es gilt
) € wREG
ausL, M € wREG folgt L U M € wREG

furalle L € REG\ {¢} qilt L* € wREG
furalle L € REG, M € wREG gilt LM € wREG

14



5.1 w-Automaten

A =(Q, a,d,Acc) mit Acc C Q¥ (Menge akzeptierender Laufe)
Akzeptanzbedingun§cc oft parametrisiert
A akzeptiertt € A¥ gdw. existiert Laufr € Q“ von A auf§, d.h.

e 7(0) € q,
e furalle: € N gilt (gi, gi+1) € 0(w;),
o r € Acc.

w-Automat.A erkenntSprachel.(.A) = Menge aller akzeptierten Wortere A%

Definition 5.2 Einen Spaché& C A“ heil3t von einem Automatentygz.B.NFA, DFA)
erkennbar ¢-erkennbay gdw. ein Automat4d vom Typx existiert, so dal¥. =
L(A) gilt.

Die Menge aller-erkennbaren Sprachen heREC, C 24°.

Definition 5.3 Fiirr € Q¥ istInf(r) = {g € Q | |{i | r(3) = q}| = w}.

5.2 Buchi-Automaten
Acc = Buchi(3) parametrisiert durch Menge C
Buchi(3) = {r € Q“ | Inf(r) NG # 0}
nichtdeterministischer Bichi-AutomBNFA
Ap = (Q, «, §, Bluchi(3))

zugeordneteNFA
A = (Q? a? 57 /8)

deterministischer Blichi-Autom&DFA:

alalogDFA: |a| = 1 undd ist Funktion (hier auch : A — (Q — Q))
Es giItRECBDFA C RECgnFA

Beispiele:

o L = (a"b)* € RECgpra

o AY\ L = A*a¥ € RECgnpa
Fakt 5.1 Es gilt A*a* ¢ RECgpra
Folgerung 5.1 RECgpra C RECgnFA

Unterschied zIRECppa = RECnEga flr endlicheWorter

15



Abschluf3eigenschaften volRECgnra
e AusL, M € RECgnpa folgt L U M € RECgnFa.

e AusL, M € RECnpa folgt LM* € RECgnFa-
Fir jede Spraché = L(A) mit A = (Q, «, §, Buchi(3)) gilt

L= L(Aip)L(Agp)*
®
mit den NFAsA, , = (Q, {p}, 6, Buchi({¢}))
Analogon zu Satz von Kleene (endliche Wérter) fdkVorter:
Satz 5.1 wREG = RECgnra

analog zu Projektionslemma

Lemma 5.1 Fur zwei Alphabeted, Bund f : A — B mit den homomorphen
Fortsetzungerf : A* — B*undf : AY — B qilt:
ausL C A mit L € wREG folgt f(L) € wREG.

Satz 5.2 Fur jedenBNFA A ist entscheidbarob L(.A) = (.

5.3 Muller-Automaten

Problem:(a + b)*a‘” ¢ RECgNFA
Akzeptanzbedingungcc = Muller(F) parametrisiert durch Mengg C 29

Muller(F) = {r € Q“ | Inf(r) € F'}

betrachten nudeterministisch&luller-Automaten MIDFA): A = (Q, {i}, J, Muller(F"))
RECumpra = Menge aller durch einen Muller-Automaten erkennbaren Sprachen
Beispiele:

1. (a*b)w € RECuvbra
2. A¥ \ L = A*a* € RECvpra

Fakt 5.2 Fur jede Sprachd. € A¥ gilt: L € RECypga gdw. A“\ L € RECyvpra

Lemma5.2 RECypra € wREG

16



5.4 Satz von McNaughton
Satz 5.3 (McNaughton 1968)REG C RECpmpra

Beweis: gezeigt Wir®RECgnra € RECppra durch Konstruktion einelsIDFA B =
(@B, so,0p,Muller(T")) zu einem gegebeneBNFA A = (Q, {q}, J, Blchi(3))
(nach Safra)

Safra-Baume

Baums aus Knoten:
V= (N, Ly, Co, Kpy) € T =N x 29 x {w, g} x T* mit

IDn, € N

Markierungl, € 29

w npoRE

Farbung:, € {w, g}
4. Liste der Kinder von \lK,, € T*

mit den folgenden Eigenschaften
1. fur allevin sund alleu, v’ € K, mitu # o' gilt [, Nl =0
2. furallevin s gilt U,cp, lu C Lo

Fakt 5.3 Die Menge aller Safra-Baume Uber einer endlichen Mefdst endlich.

gegebenA = (@, {qo}, 6, Blichi(3))
Konstruktion vonB = (Q g, so, 5, Muller(T")) mit

e (Qp = Menge aller Safra-Baume ub€r

® S0 = (1,{q0},”LU, H)

T:{MCQB|E|Z'€1N2< VseMIAves:n, =1 )}

AN dseMIves:(ny=iNcy,=g)

e ¥ : A— (Qp — Qp) nach folgendem Verfahren
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Fur allea € A und alle Safra-Baume wird der Safra-Baund’(a)(s) = s’ be-
stimmt durch
Vorbereitung:
1. furallevin s: ¢, := ¢ (alle griinen Markierungen Iéschen)
2. furallevin s: falls, N 8 # 0 (I, enthalt akzeptierende Zustande):
i :=min{n € N | n € {ny | ' € s} (noch nicht vorkommende ID
festlegen)

u = {i,{l, N B}, w,[]} (neuen Knoten erzeugen)
K, := append(K,, u) (neuen Knoten an Liste der Kinder voranhangen)

ZustandsiUbergange:
3. furallevins: l, :== {6(a)(q) | ¢ € lv}
Aufraumen:
4. horizontal:
(a) furallevins: L = K,
solangeL # [ ]
(1) head(L) = u, tail(L) = L’
(2) furalleq € wundu' € L' setzel,y := 1,y \ {q}
(3) L:=L
(alle Zustande l6schen, die schon in ,alteren Bruder" vorkommen)

(b) fur allewv in s: l6sche allex € K, mit [, = () ausk,
(alle Knoten mit leerer Markierung léschen, Wurzel aber nicht)

5. vertikal: fur allev in s: falls I, = J,,c ¢, lu, S€tz€
(@) K, =[] (alle Kinder I6schen)
(b) ¢, = g (v ,blinkt*)
Bemerkung: Die Akzeptanzbedingung
Muller(T) = {r € Q% | Inf(r) € T} mit

. VseMIAveEs:n, =1
T_{MCQB|E|ZEN(/\ EIsGMEIvEs:(nv:i/\cv:g)>}

lant sich auch beschreiben durch
RabinT') ={r e Q% | I(F,G) €T’ : Inf(r)NF =0 Alnf(r)NG # 0}
mit

T/:{(FiGiHHiEN< F,={scQp|Yves:n, #i} >}

N Gi={s€Qplvesn—ine —g)

A= (Q,,b,RabinT")) mit T’ C (29)” heiRtRabin-Automat
Fur diese Konstruktion gilt Mulléfl”) = Rabin7”) und damit
L(Q,«,6,Muller(T)) = L(Q, o, §, RabinT")).
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5.5 Satz von Biichi
Abschluf3eigenschaften vowREG

Aus Satz 5.1¢REG = RECgnra), Lemma 5.2 RECypra € wREG) und Satz 5.3
(wREG C RECpmpra) folgt sofort:

Satz 5.4 wREG = RECgnra = RECyipra
Damit istwREG abgeschlossen unter
¢ endlicher Vereinigung
e Komplement (Fakt 5.2)
e endlichem Schnitt (deMorgan)
e Projektion (Lemma 5.1)
Analog zu Definition 3.1 fur Sprachen endlicher Worter:

Definition 5.4 Fir eine LogikL heil3t diew-Sprachel. € A“ genau dannL-
definierbarwenn ein Satp € L mit L = L(y) existiert.

Uns interessieren hidlSO 4[5, <]-definierbares-Sprachen.

Satz 5.5 (Buchi 1962)Fir jede Sprachd. C A“ gilt
L € wREG gdw. ListMSO4[S, <]-definierbar.

Beweis:

(:>) benutzenvREG = RECgnFa,
Konstruktion eines Satzes, € MSO4]S, <] zu gegebeneBNFA A
Modifikation der Formel aus Beweis von Satz 4ofchi 5) Stattys

PBichi(3) = \/ ©inf(Xp)
qEPB

mit [oinf(X)]¢.0) = 1 gdw. o(X) unendlich
Pinf(X) = VaIy(z <y A X(y)) € MSO4[S, <]

(«<=) Induktion Uber Formelaufbau (analog zum Beweis von Satz 4.1)
Induktionsschritt: Junktoren, v, 3 durch Abschluf3eigenschaften voREG
unter Komplement, Vereinigung und Projektion.

Satz 5.6 Fur w-Sprachenl, Ly, L, € wREG ist entscheidbarob
1. L =0,
2. L= Av,
3. L1 C Lo,
4. I = Lo.
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5.6 MSOIS]-definierbare Pradikate auf N

FurA = {a}ist A“ = {a“} und es existieren genau zwei Sprackied“, ndmlich
Ly =0undL; = {a*}. Hier ist das Pradikatsymbdt, irrelevant.

Jede Formep € MSOy[S] mit den freien Variablefzy, . .., z,} C Xgo definiert
einen-stellige Relatiorp, C N™ durch

(mh R mn) € Dy gdw. [[(p]](cti,[leml,...,anmn]) =1
NotationMSO[X] stattMSOy ]

Definition 5.5 Eine Relatiorp hei’t genau danMSO|S]-definierbar, wenn eine
Formely € MSO[S] existiert, so dafp = p,, gilt.

JedeFunktionf : M™ — M laRt sich alRRelationp; C M"! auffassen
(1, xp,y) €Epp gdw.  f(x1,...,20) =Y

Definition 5.5 bestimmt damit auch die Menge alld$0|S]-definierbaren Funk-
tionen.

Jeder Satzp € MSO[S] definiert eine (durch das Pradiks} definierbareEigen-
schaftder MengeN.

5.7 Logik S1S

Logik S1S (monadic second order logic with one successor):
S1S = Th(MSO[<],N) = {¢ € MSO[<] | N = ¢}

(Menge aller iibelN wahren Satze € MSO[S])

Satz 5.7 (Buchi 1962)S1S ist entscheidbar.

Beweis: Entscheidungsverfahren fiir

Konstruktion des Blchi-Automated,, wie im Beweis von Satz 5.5 tiber Alphabet
A ={a}.

Es giltN = ¢ gdw. L(p) = L(Ay,) # 0.

L(p) # 0 gilt genau dann, wenn inl, ein Zustand; € 3 existiert, so daf3

1. ein Pfad von einem Zustand augu ¢ und

2. ein Pfad vory nachgq existiert.

Diese Eigenschaft vod,, ist entscheidbar.
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5.8 Weitere Logiken GiberN
FO 4[<] und FO[<]
Fakt 5.4 Th(FO[<], N) ist entscheidbar.

Beweis: Folgerung aus Satz 5.7 wedg@j<] C MSO[S]

FO4[S] und FO[S]
Wegen Fakt 3.2 gilt:

Fakt 5.5 JedeFO 4[S]- definierbare Sprache i$t0 4 [<]-definierbar.
Fakt 5.6 Th(FOI[S], N) ist entscheidbar.

Beweis: Folgerung aus Satz 5.7 wed&.S| C MSOIS]

Peano-Arithmetik
first-order-Logik Uiber der Signatttpean, = {<, +, -}

Fakt 5.7 Th(FO[<, +, ], N) ist unentscheidbar.

Presburger-Arithmetik

first-order-Logik Uber der SignatXip,es = {<,+}
Fakt 5.8 Th(FO[<, +],N) ist entscheidbar.
Binérdarstellungn = ", a;2°
Abbildungn e N+— M, ={ie N|a; =1} CN
Relationp C (2M)3 mit

(Mi,Mj,Mk)Ep gdW Z+]:k

ist MSO[S]-definierbar, weil von einerBNFA erkennbar.
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6 Baumsprachen

6.1 Endliche Terme und Baume
Terme

(Wiederholung Informatik 1)

(funktionale) SignatukE: C S x N (hier immer endlich) mit Symbolemengeund
jedem Symbol zugeordneter Stelligkeit.

s ={fes|(fmesy =)z

nelN

Definition 6.1 Die MengeTerm(X) aller Grundtermeiber ist die kleinste Men-
ge M, welche fur jedegf,n) € X und jedesn-Tupel (t4,...,t,) € M™ auch
ft1, ..., t,) enthélt.

Damit gilt insbesonderg®) C Term(%).

Variablenz € X wie Konstanten:

Term(3, X) = Term(2/) mit ©/¥ = £ y X und fir allen > 0 : /@ = x(™
hier oft X = {0} (Variable symbolisiert eine ,Liicke")

t € Term(X, X) heif3tlinear, falls jede Variable it hochstens einmal vorkommt.

Beispiel 6.1 Fur ¥ = {(a, 1), (b, 1)} ist Term(3) = () und es existiert eine Bijek-
tion zwischeerm(X, {O}) und{a, b}*.

Y-AlgebrasS = (|S], [-]s) mit
1. TragerS| # 0
2. furalle(f,n) € Yist[f]s:S" — S

¢ : |A] — |B| heiitHomomorphismugwischenX-AlgebrenA = (|A|,[-]4)
undB = (|B|, [-]B), falls

fur alle (f,n) € ¥ und alle(ay,...,a,) € A" gilt p([fJa(a1,...,an)) =
[f1B(p(ar), ... ¢lan))

freie Termalgebra UbeE: T'(X) = (Term(X), [-]7(x)) mit

furalle (f,n) € Sist[f]rx)(t, .- ) = f(t1, ..., tn)

in Informatik 1 bewiesen:

Satz 6.1 Fur jede X-Algebra S existiert genau ein Homomorphismus VB(Y)
nachs.
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Baume

(hier immer endlich, geordnet, markiert)

Definition 6.2 Ein endlicher geordneter Baummit Markierungen aus einer Si-
gnaturX C S x N ist eine Abbildung

b:dom(b) — X

mit einer prafixabgeschlossenen (aus € dom(b) folgt w € dom(b)) Menge
) # dom(b) C N* fur welche au$(w) = (f,n) folgt {i € N | wi € dom(b)} =
{1,...,n}.

w € dom(b) heilRenPositionenin b.

¢ ist die Wurzel in jedend.

B(X) Menge aller Baume ubét

GrolRedes Baumes € B(X): GroR€b) = |dom(d)|

Hohedes Baumes € B(X): HOhgb) = max{|w| | w € dom(b)}
Teilbaumvonb € B(X) an Positionw: Baumb|,, : {u | wu € dom(b)} — X, so
daR fur alleu € dom(b|y,) gilt b], (u) = b(wu).

Teilbaum-Relatiom < b gdw. Jw € dom(b) : a = bl,, (Halbordnung)
Bijektion Term — Bauni : Term(X) — B(X) rekursiv definiert durch
T(f(t1,...,tn)) =bmitb(e) = (f,n)und furallei € {1,...,n} : bji = T(t;)
(Wir benutzen die jeweils geeignete Reprasentation.)

Substitutiory : X — Term(X, X) definiert eindeutige homomorphe Fortsetzung
0 : Term(2, X) — Term(%, X)

0 : X — Term(X) heif3t Grundsubstitution

KontextiiberX: C' € Term(X, {O0}) mit genau einem Vorkommen van

Menge aller Kontexte ubex heiRtC(X).

Kontext heil3ttrivial .

Fur KontextC' € C(X) und Termt € Term(X) ist C[t] := 6(C) € Term(X) fur
6:{0} — Term(X) mit(O0) = ¢

analog istC[C’] := 6(C) € C(X) fur 0 = [0 — C']

iteriertes Einsetzen:

fur C e C(¥)istC® = O, Ct = CundC™ ! = C[C™.

Was bedeuten diese Begriffe fi(>; ) aus Beispiel 6.1?
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6.2 Bottom-Up-Baumautomaten
Nichtdeterministische Bottom-Up-Baumautomaten NFTA)

Definition 6.3 A = (Q, 4, 3) mit
1. endliche Meng€) # () von Zustanden
2. akzeptierende ZustangeC @
3.6: 2 — (Q" — {0,1}), so daR fur allg f,n) € X gilt
5(f): Q™ — {0,1}
heifl3t G-)NFTA.
Keine Anfangszustande definiert, aber fiir jedes ©(©) (Blattmarkierung) eine

Funktiond(a) : ¥ — (Q — {0,1}), alsod(a) C Q
NFTA erkennen Grundterme.

Definition 6.4 Ein akzeptierender Lawdines:-NFTA (Q, J, 3) auft € Term(X)
ist eine Funktion- : dom(t) — @ mit
1. fur jede Positionv € dom(t) mitt(w) = (f,n) gilt
(r(wl),...,r(wn),r(w)) € 6(f,n)
(insbesondere gilt(w) € d(a,0) C Q fur alle (a,0) € ¥)
2. r(e)ep

Y-NFTA A erkennt die Mengé.(.A) C Term(X) (Baumsprache)

Zwei £-NFTA A undB heiBeraquivalentgdw. L(A) = L(B).

RECnfgTa ist die Menge aller von einefiF TA erkennbaren Baumsprachen.
Idee (analog Abschnitt 4.1):

Darstellung vory im NFTA A = (Q, 4, 3) als endliche Menge volacheln

Ta={(q1,---+qn, ¢ f) | (a1, qn,q) € 0(f,n)} 3)

akzeptierender Lauf vosl auft € Term(X) als Uberdeckung (der ,Astgabeln®)
vont mit Kacheln aus der Mendgj.

EiInNFTA (@, ¢, 8) heiRtvollstandigegdw. furalle(f,n) € Y undalle(py,...,p,) €
Q it {p€ Q| (p1,....pn.q) €(fin)} #0

Satz 6.2 Zu jedemNFTA existiert ein aquivalenter vollstandig&iF TA.

Beweis: Vervollstandigung (analog Wortautomaten)
Ein NFTA (@, d, 3) heiRtdeterministiscHDFTA) gdw. fur alle (f,n) € X gilt

{eeQl(q, .. an.q) €(f,n)} <1

(6(f,n) C Q"*! ist partielle Funktions(f,n) : Q" — Q)
Fir einenDFTA A = (Q, 6, 3) existiert also fur jedesf,n) € ¥ undjedes Tupel
(q1,--.,qn) € Q" hochstens eine Kachéy, ..., qn,q, f) € Tx.
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Satz 6.3 Zu jedemNFTA existiert ein aquivalenteDFTA.

Beweis: Potenzmengen-Konstruktion

Folgerung 6.1 RECnrra = RECpeTa

6.3 Top-Down-Baumautomaten
Definition 6.5 A = (Q, v, §) mit
1. endliche Meng€) # () von Zustanden
2. Startzustande C Q)

3.0: ¥ — (Qt — {0,1}), so daB fur allg f,n) € 3 gilt
8(f) - Q" —{0,1}

heiRt (-)TD — NFTA.

Ein akzeptierender Lauéines:-NFTA (Q, «, ¢) auft € Term(X) ist eine Funk-
tionr : dom(t) — @ mit

1. r(e) €a
2. fir jede Positionv € dom(t) gilt:

(r(wl),...,r(wn),r(w)) € 0(t(w))
(insbesondere gilt(w) € §(a,0) C Q fur alle (a,0) € X)

Der Typ der Ubergangsrelatianist fiir NFTA und TD — NFTA gleich.

Damit definiert Gleichung 3 auch zu jedéi® — NFTA A = (Q, «, §) eine Men-
ge T'4 von Kacheln. Somit entspricht auch jeder akzeptierende LaufAa@uf
einem Termt € Term(X) einer Uberdeckung vohmit Kacheln aug 4.

Fakt 6.1 FurjedenNFTA A= (Q,6,0)istB =(Q,[3,9,) einTD — NFTA (und
umgekehrt) mit.(A) = L(B).
Folgerung 6.2 RECnrra = RECrp_nFTA

EinTD — NFTA (Q, «, 9) heiRtdeterministiscfTD — DFTA) gdw. furalle(f,n) €
Y gilt

H(p1,...,pn) € Q™ | (P15, 00, q) €(f,n)} <1
(6(f,n) C Q"*! ist partielle Funktiors(f,n) : Q — Q™)
Fir einenTD — DFTA A = (Q, «, §) existiert also fUr jede§f,n) € ¥ undjeden
Zustandg € @ hochstens eine Kachéf, ..., qn,q, f) € Ta.
Fakt 6.2 L = {f(a, b), f(b, a)} € RECtp_nFTA \ RECtp_DpFTA

Folgerung 6.3 RECtp_prra € RECrp_NFTA
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6.4 Eigenschaften VOrRECygta
Homomorphismen zwischen:-Algebren

Fir SignaturX definiert jeder vollstandigBFTA A = (Q, d, ) mit der Transiti-
onsfunktions : ¥ — (Q* — Q)

1. eineX-AlgebraZ 4 = (Q, [-]z,) mit

V(f,n) € E)v(qlv s 7qn> S Qn : [f]ZA(Q1, s 7Qn) = 6(f7 n)(‘ha . -7qn)

insbesonder&:]z, = d(a) fir (a,0) € £
Esgiltalso[f]z, = d(f,n).

2. einen Homomorphismus: Term(¥X) — @ mit
h(f(t, .5 tn)) = [flza(h(t1), - B(tn)) (= 0(f,n)(h(t), ..., h(tn)))

zwischen dert-AlgebrenT'(X) und Z 4
(homomorphe Fortsetzung von ¥ — (Q* — @) auf Grundterme)

Transitionsfunktiony : ¥ — (QT — Q) laRt sich auRerdem homomorph fort-
setzen auf

e Terme mit Variablery : Term(%, {z1,...,2,}) — (@™ — Q) durch
h(@i)(qu, - an) = G

e Spezialfall Kontexte : C(X) — (Q — Q) durchh(O)(q) = ¢

Pumping-Lemma

Notation fur(g, 1) € 2: g**1(¢) = g(g'(t))
L ={f(g'(a),g'(a) | i € N} ¢ RECNFTA

Satz 6.4 Fur jede Baumspraché € RECypra existiert eine Zahh € N, so daf3
fur jeden Grundterm € mit Hoh&t) > n ein KontexiC’, ein KontexiC' # 0 und
ein Grundterms € Term(X) existieren, so daf3

t=C'C[s]] und {C'[C*[s]]| ke N} C L
Folgerung 6.4 Fur einenNFTA A = (Q, 4, ) gilt

o L(A)#Dgdw. 3t € L(A) : Hohegt) < |Q|,
e |L(A)|istunendlichgdw. 3t € L(A) : |Q| < Hohgt) < 2|Q)|.
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Baum-Homomorphismen

Signature, T, X = {z; | i € N}

Wie wird ausTerm(T") eineX-Algebra?

fur jedes(f,n) € ¥ Funktion[f]r ) : Term(I')" — Term(I") definieren
Jeder Termt € Term(T, {z1, ..., x,}) reprasentiert eine Funktion

fi: Term(I)" — Term(I"), wobei fi(t1,...,t,) = 6(t)
mit Vie{l,...,n}:0(z;) =1t

Diese Zuordnung : Term(I', {z1,...,zn}) — (Term(I")" — Term(I")) mit

o(t) = f: ist bijektiv.

Der kirzeren Notation wegen identifizieren wir im Folgenden jeden Term
Term(T, {z1, ..., z,}) mitder vonihm reprasentierten Funktign: Term(I")" —
Term(T).

Jede Funktiorhy, : ¥ — Term(T", X) mit

V(f,n) € ¥ : hy(f) € Term(T, {z1,...,2n})

(insbesondere flfa, 0) € ¥ Grundtermh(a) € Term(I")) definiert:

1. dieX-StrukturS = (Term(I')[-]s) mitV(f,n) € £ : [f]s = hx(f)

2. den(Baum-)Homomorphismus : Term(X) — Term(I') zwischen den
¥-Strukturen?’(X) und S durch

h(f(t1s-- - tn)) = he(f)(h(t1), ..., h(tn))

Funktionhy : ¥ — Term(I', X) (bzw. hy, : ¥ — (Term(I')* — Term(T")))
laRt sich aul3erdem homomorph fortsetzen auf

e Terme mit Variabler : Term(X, {z1,...,z,}) — (Term(I")"” — Term(I"))
durchh(z;)(s1,...,8,) = s;

e Spezialfall Kontexte : C(X) — (Term(I') — Term(I"))
durchh(O)(s) = s

Beispiel 6.2 Fur ¥ = {(g,1), (¢,0)}, T = {(f,2), (b,0)} und

hx(a) = f(b,b) € Term(T'), hx(g) = f(z1,21) € Term(L', {z1}) gilt
L={g¢"'(a) | i € N} € REC\fTa, aber

h(L) = {t € Term(') | 3k € N : dom(t) = {w € {1,2}" | |w| < k}} &
RECNFTA-

Dieses Beispiel zeigt:
Fakt 6.3 RECnpTa ist nicht unter beliebigen Homomorphismen abgeschlossen.

Der durch eine Funktiothy, : ¥ — Term(T', X) definierte Homomorphismus
heilBtlinear gdw. furjedes(f,n) € ¥ der Termhy(f) € Term(T, {z1,...,z,})
linearist (d.hVi € {1,...,n}: [{w € dom(hx(f)) | hx(f)(w) = z1}| < 1).
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Satz 6.5 Fur jede Baumsprache C Term(X) mit L € RECygra und jeden linea-
ren Baum-Homomorphismus: Term(X) — Term(T') gilt A(L) € RECngTa.

Satz 6.6 Fur jede Baumspraché, C Term(I') mit L € RECynpta und jeden
Baum-Homomorphismus: Term(X) — Term(I") gilt = (L) € RECnpTa.

Zu jeder endlichen Signatt existieren eine endliche Signatlir= ' u 1)
und ein linearer Homomorphismus : Term(X) — Term(I"), z.B. wie folgt
definiert:

Lo =20 U{c}

h(a) =a
Ly =A{(f,2) [ (f,1) € X} h(f) = f(z1,¢)
Iy =x® h(f) = f(x1,22)
(f)

Vn>2:T,={(},2) | fexs™ ie{l,....n—1}} h(f

F:UFi

i€N
Fir jede Baumsprache C Term(X) und einen (immer existierenden) linearen
Homomorphismug, : Term(X) — Term(T) mit T' = I'® U T'©) gilt also

L € RECnETA gdw. h(L) € RECnETa-

Untersuchung von Baumsprachen iiber Signatiiren> () U x(°) geniigt also.

Abschluf3eigenschaften vVOmRECygra

Satz 6.7 Fiir Baumspracheii, L' € 27™*) folgt ausL, L' € RECnfra:

o L UL € RECnFTA,

9 Term(2) \ L € RECnETa,

LN L € RECNETA,

h=1(L) € RECnpta fir Homomorphismus,

h(L) € RECngta fur linearen Homomorphismus
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6.5 Loglk MSOF[Sl, ey Sk]

Man vergleiche mit Abschnitt 3.4

Syntax

Fir jede (funktionale) Signatiitmit & = max{n | T(™) = ()} wird eine relationale
SignaturXr definiert:

Sr={(Pr,1) | feTIU{(5:,2) i€ {0,....k}}U{(<,2)}
Atome inMSOr[Sy, ..., S|
Po(z) | Si(z,y) [z Ey | X(2)
Erweiterung auf Formeln iMSOr[Sy, ..., Sk, <] und FOr[Sy, ..., Sk, <] wie
ublich (Abschnitt 3.4)
Baumstrukturen

Jeder Termt € Term(T") (alsot : dom(t) — TI') definiert dieBaumstruktur
t = (dom(#), ;) mit

Vie{l,....,k}: [Si]s {(w, wi) € dom(t)?}
[<le = {(v,w) €dom(t)® | v E w}
V(f,n)el: [Py = {wedom(t)|t(w)=f}
Definierbare Pradikate
(X =0) = Va(~(X(z)))
(XCY) V(X (z) — Y(x))
(X =Y) XCYAYCX
Sing(X) = (X=0)AYWY CX - (X=YVY =0))
n—1 n
PP(X, X1, Xn) = Va(X(2) =\ (Xi@) A \ X))
i=1 J=i+1
(z=y) = @<y A(y<a)
(z<y) = (@<y)A-(y<a)
wurzel(z) = Va(-y < x)
blatt(z) := Va(-z <y)
laub(X) := Vy(X(y) < blatt(y))
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Prafixordnung (reflexiv-transitiver Abschlufd ijle Sk):

k
(x <y):=VX <X(y) AV2Y2 <\/(Si(z, YNX(Z)) — X(z)) — X(x))

i=1

<istalso inMSOr[Sy, . .., Sk, <] eliminierbar (&hnlich Fakt 3.3).

Abgeschlossenheit unter Préfixrelation
ppref (X) = VaVy((X(z) Ay < z) — X(y))
Codierung von Termen:

SOTerm(Xa Xl, Ce. ,Xn) = —\(X = @)
Aep(X, X1, ..., Xn)
/\‘pPref(X)
k .
Ni=y Yoy (X (z) A Si(x, ) — X (y))
Ai:/\lfe/\m ( AN Y2y (X (@) A Sile,y)) — =X (1)) )

Modifizierte Logik MSOp:[S1, .. ., Sk] ohne first-order Variablen hat die gleiche
Ausdrucksstarke wi1SOr Sy, . . ., Sk| (analog Lemma 4.1).

Satz 6.8 (Doner, Thatcher / Wright 1968) Fur jede Baumspraché C Term(I')
gilt L € RECnpra gdw. Jp € MSO.

Beweis: analog Satz 4.1

6.6 Logik WSkS

(vergleiche Abschnitt 5.7)

Logik MSOgy[S1, . . ., Sk] heilRtWSkS (Weak monadiSecond order withk Successors).
Satzep € WSkKS definierenEigenschafteron Baumen, z.B.

Va(JySi(z,y) — I253(x, 2)

VaIySy(x,y) (erfullt kein endlicher Baum)

AX (VaVy(X (z) A Si(x,y) — X (y)) (erfullt jeder endliche Baum)

Formelny € WSkKS mit Variablen definierefiRelationerewischen Baumen, z.B.
weak®, weil fiir alles : Xyso — 29°m® gilt |o(X)| < w.

Satz 6.9 {¢ € WSKS | L(y) # 0} ist entscheidbar.

Beweis analog Satz 5.7
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6.7 Zusammenhéange zwischen Baum- und Wortsprachen
Blattsprachen

Blattwort eines Termes (Blattmarkierungen von links nach rechts gelesen):
l: Term(X) — (2(©)*, induktiv definiert durch

firt=aecx®: I(a) = a
ISt tn) = () 1(tn)

Blattsprachefur L C Term(X):
W(L)={@) [ tel}

Satz 6.10 Eine Wortspraché. ist kontextfregdw. L die Blattsprache einer Baum-
sprachel’ € RECnpra ist.

Pfadsprachen

Pfadsprachesines Termes (Knotenmarkierungen von Wurzel zu Blatt):
P : Term(¥) — 27 induktiv definiert durch

firt=aec%®: Pla) = a

P(f(tr,...,tn)) = |J{f w|we Pt}

=1
Pfadsprache der Baumspradh& Term(X):
P(L)={P(t)|te L} Cx"
Satz 6.11 Fur jede Baumspraché € RECyera gilt P(L) € REG.

Beweis: Konstruktion einedFA A mit L(A) = P(L) ausNFTA Bmit L = L(B)
Die Umkehrung von Satz 6.11 gilt nicht.

Gegenbeispiel: ful2 = {(f,2),(a,0)} und L = {f(t,t) | t € Term(X)} &
RECNETA iStP(L) = {f’(a) | 1< 0} € REG
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7 Sprachen unendlicher Baume

Unendliche Baume

Wir betrachten hier nur Signaturéh= %2,
Ein unendlicher Baunt € wBaum(X) ist eine Funktiort : {0,1}* — X.
Jedesv-Wort ¢ € {0, 1}* bezeichnet eineRfadin dom(t).

analog Pfadsprachen fiir endliche Terme:

Pfadspraché : wBaum(X) — 2%°

Firt € wBaumX ist P(t) die Menge der Markierungen aller Pfadetimon der
Wurzel aus gelese(Worter).

P(t) = {t(e)t(&)t(&) ... [ = && ... € {0,1}}
Fir Spracher, C wBaum(X) gilt P(L) = U, P(t).

7.1 w-Baumautomaten
(Top-down--Baumautomatd = (Q, «, 4, Acc) mit
¢ endlicher Zustandsmengg # 0
e Menge von AnganstzustandenC @
e Ubergangsrelatioti : ¥ — 29°

Definitionen von Ubergangsrelatiof) KachelnT 4 und Uberdeckungen wie fiir
Automaten Uber endlichen Baumen.

Fur einen Laufr : {0,1}* — @ von A auf ¢ definieren wir die Pfadsprache
P :{0,1}* — @ vonr analog zur Pfadsprache eines Baumes durch

P(’l“) = {7“(6)7“(51)7“(52) R | E=¢&1& ... € {0, 1}w}
Akzeptanzbedingungeficc dhnlich zuw-Automaten (Abschnitt 5.1)

e Buchi-Baumautomat§NFTA) mit Acc = Buchi(3) fur g8 C @ mit
Buchi(8) = {r € Q“ | Inf(r) N 3 # 0}
e Muller-BaumautomatNINFTA) mit Acc = Muller(F) mit F C 2¢
Muller(F) = {r € Q* | Inf(r) € F}
« Rabin-BaumautomaRNFTA) mit Acc = Rabir(T) mit T C (29)

RabinNT) ={r € Q¥ |3(F,G) €T :Inf(r)NF =0 Alnf(r)NG # 0}

32



e Street-BaumautomaSlFTA) mit Acc = StreettT’) mit T C (QQ)2
StreettT) = {r e Q¥ |V(F,G) € T : Inf(r)NF =0V Inf(r) NG # 0}

A akzeptiert den Baurh€ wBaum gdw. es existiert eirakzeptierendetauf
r:{0,1}* — @ von A auft, d.h.

e 7r(e) € q,

e fUrallew € {0,1}* gilt (r(w0),r(wl),r(w)) € é(t(w)),

e P(r) C Acc.

w-Baumautomatd akzeptiert die Sprachi(.A) (Menge aller Baume € wBaum(%),
fur die ein akzeptierender Lauf vo# auft existiert).

MengenRECBNFTA, RECmNETA, RECRNETA, RECSNFTA aller durch Biichi-, Muller-
, Rabin- und Street~-Baumautomaten erkennbarerBaumsprachen

Fakt 7.1 RECgnrTa ist nicht unter Komplement abgeschlossen.

Beispiel: firX = {(a,2), (b,2)} ist L = {t € wBaum(X) | I € P(t) : |a|]¢ =
w} € RECpyia (urchBNFTA A = ({ga, @ P}, {da @}, 0, Buchi({ga, p}))),
aberQwBa“m(E) \ L g RECgNFTA

FUrMNFTA A = ({qa, %, P}, {qa> @}, 6, Muller(F)) mit F' = {{qa, v}, {qa}, {P}}
gilt L = L(A)

FUrMNFTA B = ({qav Qb}7 {ch Qb}a 9, Mu”er({Qb})) mit 5((1) = {(Qaa Ga, Qa)v (Qaa qa, Qb)}’
5(b) = {(abs @b+ 4a), (@ @, @)} Qilt 2BUMENN\ [ = L(B)

Satz 7.1 RECMNFTA = RECRNFTA = RECSNFTA

Beweisidee: Jeder-Baumautomat ist eine Kombination aus einerBaumautomaten
ohne Akteptanzbedingung (zum Raten eines Lanfef), 1}* — Q)

und einem deterministisches(-Wort)-Automaten aufP(r) (zum Testen der Ak-
teptanzbedingung auf jedem Pfad)

Abschluf3eigenschaften VOIRECynETa
Abschluf3 untet und Projektion 1a3t sich analog zuWaortern zeigen.

Satz 7.2 (Rabin, 1969)Fir jede Sprachd, € RECynrra gilt 2¢BaumE) \ [, ¢
RECMNFTA-

(hier ohne Beweis)
RECumnETA ISt abgeschlossen unter

e \ereinigung
¢ Komplement

e Projektion
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7.2 Logik tber unendlichen Baumen

Definitionen nach Abschnitt 6.6
MSOx[S1, - - ., Sk
Jeder Baunt € wBaum(X) definiertBaumstruktur

t= ({0,131

mit Interpretation vorfy, S, <, Py wie in Abschnitt 6.6.
Jeder Satp € MSOx[S1, . . ., Si| definiert die Spache unendlicher Baum¢) =
{t € wBaumX | [¢]: = 1}.

Satz 7.3 Fir jedew-Baumsprachd, C 2¢Baum(X) gjlt

L € RECunFTA gdw. E|g0 € MSOE[S(), Sl] L= L(QD)

Logiken ohne Buchstabenpradikate:

S1S = MSOy[S](lber endlichen und unendlichen Wortern

S25 = MSOy[So, Si](Uber endlichen und unendlichen Binarbaumen

SkS = MSOy[Si,. .., Sk|(Uber endlichen und unendlichen Baumen vom Grad

SwS = MSOy[{S; | i € N}|(Uber endlichen und unendlichen Baumen, in denen jeder Knoten belie

Die folgende Transformation erlaubt die Einbettung vollstéandiger Ternarb&ume
{1,2,3}* — ¥ in vollstandige Binarbdum#é : {0,1}* — X.

Die Menge der Positionen iti, auf die die Knoten aus abgebildet werden, ist
P =(10+ 110+ 1110)* € {0, 1}*

Ubersetzung der Positiondn: {1,2,3}* — {0, 1}*:

T(wiwe, ..., wy) = 1101*20...1“"0
Ubersetzung der Baun#®: ({1,2,3}* — %) — ({0,1}* — S U {x})

T() =t #(w) {t(wf) fallsw € P A T(w') = w

* sonst
Logische Beschreibung der MengeC dom(t'):
P(z) =VY (Y(x) AVy ((Y(y10) VY (y110) V Y (y1110)) — Y (y)) — Y (¢))

Ubersetzung der Nachfolgerrelationsp, Ss, S3 aufdom(t) = {1,2,3}* in For-
meln ausFO[Sy, S1] aufdom(7T'(t)) = {0,1}*

esi(@,y) = Fz(S1(@,2) ASo(z,y))
vs,(z,y) = FuIv(Si(x,u) A Si(u,v) ASo(v,y))
w5, (z,y) = FuIvdw(Si(x,u) A Si(u,v) AAS1(v,w) A So(w,y))
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Analog lassen sich Baume mit Knoten anderer (auch verschiedener) Grade in voll-
standige Binarbaume einbetten.

Folgerung 7.1 Die LogikenS2S, SkS, SwS sind entscheidbar.

7.3 Entscheidbarkeitskriterien fur Logiken
Logik (L, M, =) mit

e MengeL von Formeln

e MengeM von Interpretationen

e Modellrelation=C M x L

Bezeichnungen wie z.B=0 4[S], MSOx[So, S1] definieren die Formelmenge
und mit ,Uberw-Wortern ,Uber endlichen Binarbaumen* wird die Mengen-
gegeben.

Modelle einer Formep € L: Mod(p) = {m € M | m = ¢}

Im folgenden nehmen wir am, daR die betrachtete Ldgik\M, |=) eine Pradika-
tenlogik oder in eine solche einbettbar ist.

(PréadikatenlogikZ definiert durch endliche Signatdrfur Atome, M Menge von
Y-Strukturen)

Damit ist L abz&hlbar und jeder Interpretatiom € M kann eine ,Grol3e|m)|
(Kardinalzahl) zugeordnet werden, so dal3 fir jedes N nur endlich viele
m € M mit |m| = n existieren.

Das qilt fur alle hier bisher untersuchten Logiken.

Menge aller in)M allgemeingdltigen Formelfiy | Mod(¢) = M }. Diese Menge
ist aufzahlbar (z.B. Sequenzenkalkil, Resolution).

Wiederholung Entscheidbarkeit:

Eine Logik (L, M, =) heif3t entscheidbarwenn die charakteristische Funktion
X{gMod(p)=M} : L — {0, 1} berechenbar ist.

Entscheidbarkeit wird durch Angabe eirteistscheidungsverfahreggezeigt.

Fur manche Klassen von Logiken lassen sich allgemeine Entscheidungsverfahren
angeben.

Beschrankte-Modell-Eigenschaft (BMP)

Lerfillt BMP gdw. Vo € L3k(p) (Mod(p) # 0 — Im € Mod(y) : |m| < k(p))
Satz 7.4 Jede Logik mit BMP ist entscheidbar.

Entscheidungsverfahren: Suche nach Modell-fijr fir alle (das sind endliche
viele) Modellem mit |m| < k(¢)

Beispiel: AussagenlogiIF,O[Eg)] haben BMP
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Endliche-Modell-Eigenschaft (FMP)

L erfillt FMP gdw. Vo € L (Mod(y) # ) — 3Im € Mod(y) : |m| € N)
Satz 7.5 Jede Logik mit FMP ist entscheidbar.

Wir wissen

e {p | Mod(y) = M} ist aufzahlbar (Beweise fir Allgemeingultigkeit von
©)-

¢ In Logiken mit FMP istMod(—¢) (Menge der Gegenbeispiele gegen All-
gemeingultigkeit vony) aufzahlbar (furi < [1..] teste allem € M mit
Im| = ).

Entscheidungsverfahren: Kombination von Suche nach Beweis tiird Modell
fur —¢ (Gegenbeispiel).
schrittweise abwechselnde Ausfiihrung

Baummodelleigenschaft (TMP)

L erfullt TMP gdw. Yy € L(Mod(p) # 0 — Im € Mod(yp) : m ist Baummo-
dell).

Satz 7.6 Jede Logik mit TMP ist entscheidbar.
Entscheidungsverfahren: (Suche nach Baummodethg)r

berechnes-Baumautomatem,
p ist allgemeingiltiggdw. L(A-,) = 0 (entscheidbar)
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8 Modallogik

Idee: Formale Beschreibung von Aussagen wie
Aussagep ist ,mdglich®, ,notwendig*, ,erlaubt”, ,bekannt®. ..
8.1 Syntax

Erweiterung der Aussagenlogik ukhodalitéateno, O
Formeln inML(P) mit MengeP von Aussagenvariablen:

pu=p| @AY |oxre mit Aussagenvariablene P

8.2 Kripke-Strukturen
Kripke-Frame(W, R) mit

e MengeW vonWelten

e Erreichbarkeitsrelation? C W2

Kripke-Frames sind also (mdglicherweise unendliche) Graphen.
Kripke-Strukturk = (W, R, V') mit
o Kripke-Frame(IV, R)

e Variablenbelegunyy : W — (P — {0,1})
ordnet jeder Welt eine Belegung der Aussagenvariablen zu

Kripke-Strukturen sind also Graphen, deren Knoten mit Menger2&ugefarbt
sind.

8.3 Modellrelation

ML(p)-Formeln werden in Kripke-Strukturdi, «) = (W, R, V,u) mit einer aus-
gezeichneten Wetli € W interpretiert.
induktive Definition fur(K, u) = ¢

(K,u) Ep gdw. pe€V(u)
(K, u) = e gdw.  (K,u) [~
(K,u) oAy gdw. (K u) = eund(K,u) = ¢
(K,u) Eop gdw. 3Jwe W (R(u,w) A (K,w) i~ ¢)
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8.4 Einbettung in FO

Fir jede MengeP von Aussagenvariablen definieren wir die relationale Signatur
2(P)=A{(R,2)} U{(a,1) |a € P}
Ubersetzung der Kripke-Struktuk = (W, R, V) in die X(P)-Struktur S =
(W, [ ) mit
[R]SK = R
Vae P:lalg, = {weW|aecV(w)}

Ubersetzung” : ML(P) x {z; | i € N} — FO[%(P)]

firae P: T(a,z;) = a(x;)
T(~p x) = —T(p,i)
T(eNY,zi) = T(p,x) NT (¥, x;)
T(op, ;) = Fwj (R(xi,z;) ANT(p,25))

wobeiz; eine neue Variable ist, die ifi(y, z;) nicht vorkommt.
Satz 8.1 Fur jede Formelp € ML(P) und jede Kripke-StruktufX, ) gilt
(K,u) = gdw. [0(T(p,20))]sx =1 far 6(zo) = u.

Damit lassen sich fir jede Formele ML(P) Erfullbarkeit und Giltigkeit durch
die entsprechenden TestsHO[3(P)] bestimmen.

LaRt sich auch jede Formel a®©[X(P)] in eine ,aquivalenteML(P)-Formel
tbersetzen?
8.5 Bisimulation

Fur zwei Kripke-Struktured W, R, V, ) und (W', R’, V' ) heif3t eine Relation
Z C W x W' Bisimulationgdw.

1. (w,v')e”Z

2. V(w,w') € Z(V(w) =V'(u))

3. V(w,w') € ZV(w,v) € RFI € W ((w',v") € R' A (v,0) € Z)
4. Y(w,w') € ZV(w',v") € R Fv e W ((w,v) € RA (v,0) € Z)

Existiert eine Bisimulation zwischen zwei Kripke-Strukturén, «), (K’, «’), dann
heiRen dieseisimilar.

Satz 8.2 Firr jede Formely € ML(P) und zwei bisimulare Kripke-Strukturen
(K, w), (K", o) gilt

(Ku) e gdw. (K ) e
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ML(P)-Formeln kdnnen also bisimilare Kripke-Strukturen nicht unterscheiden.
Fur P = ( sind die Kripke-Strukture® = ({0}, {(0,0)},0,0) undK’ = (N, {(i, i+
1) | i € N}, 0,0) bisimilar durch die BisimulatiolZ = {(o,1) | i € N}.

Fur die Formelp = 3z R(z, z) gilt [T'(¢, zo)[xo — o]] s, = 1, abe[T(p, zo)[zo —

0]]s,, = 0.

Daher gilt der folgende

Fakt 8.1 FO[X(P)] laRt sich nicht inML(P) einbetten.

8.6 Baummodelleingenschaft votML

Fur jede Kripke-Struktut’ = (W, R, V,u) definieren wir die Kripke-Struktur

K'= (W' R,V u

W =
R =
Vi(wg...wy) =

/
u =

") (Entfaltung vonK’) mit

{wo...wn | neNAwy=uAVie{0,...,n—1}: (w;,w; +1) € R}
{(wg ... wp,wp ... ww) € W | (wy,v) € R}

V(wn)

{u}

Fakt 8.2 Jede Kripke-Struktuk = (W, R, V, u) ist bisimilar zur oben definierten
Kripke-StrukturK’ = (W', R', V' u').

Der der oben definierten Kripke-Struktur zugrundeliegende Kripke-F(&¥tieR’)

ist ein kreisfreier Graph.

Gilt fur die RelationR ausK: Vx3yR(z,y), dann ist der Kripke-Fram@lV’, R')

auch zusammenhangend und damit ein (unendlicher) Baum.

Die 3(P)-StrukturS- 1at sich in ein Baummodellimit dom(¢) = N“ einbetten.
Damit hatM/ L(P) die TMP und es gilt

Satz 8.3 M L(P) ist entscheidbar.
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9 Sprachen endlicher Bilder

(Bild = zweidimensionales Wort)

Menge der Positionedom(p) = {1,...,h(p)} x{1,...,b(p)} (H6heh(p), Breite
b(p))

Bild p : dom(p) — X (Matrix mit Eintragen aug’)

™" Menge aIIer Bilder midom(p) = {1 ..,m} x{1l,...,n} Uber¥

leeres Bilde, X" = ;.. e o3z 2™

Bildsprache: Menge von B|Idern z.B.
Ly, = {pef{a}™ |h(p) =1}
Lyy = {pe{a}’ |p(2,3) =a}
Lo = {pe{a}™ | h(p) =0(p)}
Ly = {pe{a}™ |pecLlq}

9.1 Tiling-Systeme

(analog zu nichtdeterministischen Automaten)
AlphabetA

A" = AU {#} (Randsymbo##)

Tiling-SystemA = (Q, ¢), mit

1. endliche Mengé) # () von Zustéanden

e e )

Akzeptierender Laufon A = (Q, ) aufp € A*T™:
r:{0,...,h(p) + 1} x{0,...,b(p) + 1} — Q mit

. (az‘j,%’j) (az’j+1,%’j+1) >

V(z,7) € {0,...,h x{0,...,b : K ’ ’ €0

(i) €4 (P>t ()} ((ai+1,j,qz‘+1,j) (@it1,5+15 Git1,4+1)
Das Tiling-System4 = (Q, §) akzeptiertein Bild p € AT gdw. ein akzeptieren-
der Lauf vonA aufp existiert.
L(A) = Menge aller von4 akzeptierten Worter.
RECys = {L | 3TSA: L = L(.A)} Menge aller erkennbaren Sprachen endlicher
Bilder

Satz 9.1 RECyg ist unteru, N und Projektion abgeschlossen.
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Fakt 9.1 Fir jedes Alphabetl mit |A] > 1 gilt

1. Lyy={ppe AT |pe Ly} ¢ RECys
2. A\ L,, € RECrs

Aber: fur|A| =1gilt Lyy = {pp | p € Lo} € RECys
Folgerung 9.1 RECys ist nicht unter Komplement abgeschlossen.
Satz 9.2 Fur ein Tiling-System ist unentscheidbar, ob(.A) = 0 gilt.

Beweis: Reduktion auf Halteproblem fir TM

9.2 Logik Uber Bildsprachen
Syntax

AlphabetA

Logik MSO4[S1, S2] wie in Abschnitt 6.6, aber mit anderer Interpretation der
Nachfolgerrelationeis, Ss.

Logik EMSO 451, S2] (ExistentielleMSO):

pu=Plop|pxy | Que | IXn
mit MSO-AtomenP, = € Xgo, X € Xmso, EMSO4[S1, S2|-Formelny, 1,
FO-Formelnn, x € {V, A, —, <}, Q € {V,3}

Semantik

Jedes Bildp € AT (alsop : dom(p) — A) definiert dieBildstruktur
p = (dom(p), [‘]) mit

(S, = {((i,), (i +1,5)) € dom(p)®}
[Saly = {((4,5), (4,5 + 1)) € dom(p)®}
VaeA: [P, = {(i,j) € dom(p) | p(i,j) = a}

vo(x) = —JxS1(y,x)
oi(z) = —3xSs(y,x)
Solo(x) = 900(55) N Plo

analogyy (), pr(x), oro(z), . . .
von Satzp € MSO 4[S1, S2] definierte Bildsprache

L) ={p | [¢]p =1}
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Beispiele: (furA = {a, b})

¢ = FI'IyIy (pio(x) A Si(z,a") ASa(a',y) ASa(y,y') A Pa(y'))
L(p) = Lo

Az (p1o(z) A X (2)) A
e = X | VaVyvz (X(z) A Si(z,y) A Sa(y,2) — X(2))
/\VJ}(( ( ) SOT(x) (_‘ ( )/\(Pru( )
Lip) = Lq

Die Bildsprachel, C A™" heiRtEMSO 4[S1, So]-definierbar falls ein Satzp €
EMSO 4[S1, S2] mit L = L(y) existiert.

Satz 9.3 (Giammaresi, Restivo, Seibert, Thomas 1994ir jede Bildsprachd. C
AT gilt L € RECts gdw. 3¢ € EMSO 4[S1, S2] : L = L(p).

L, istMSO 4[S1, S2]-definierbar, aber fird| > 1 nichtEMSO 4[5}, Sq]-definierbar.
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