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1 Motivation

[4, 3, 6, 5, 2, 1] Beschreibung von Systemen durch Automaten und logische For-
meln möglich

Logik statisch
geeignet zur Spezifikation
Negation einfach

Automat dynamisch
geeignet zur Auswertung von Systemverhalten
Minimierung

typische Fragen zu
Sprachen Automaten Logik

spezielle SpracheL AutomatA Formelϕ

L
?= ∅, L ?= A∗ erkannte SpracheL(A) SemantikJϕK

L1
?= L2, L1 ∩ L2

?= ∅ Äquivalenz vonA,B ϕ ≡ ψ
minimaleräq. Automat „minimale“ äquivalente Formel

Allgemeingültigkeit
Erfüllbarkeit

äq.deterministischerAutomat äq. Formel in Normalform

Klasse von Sprachen Automaten Formeln
Abgeschlossenheit erkannte Sprachen definierbare Sprachen

Entscheidbarkeit
Wichtiger Satz aus Informatik 4

Satz 1.1 Für eine SpracheL ⊆ A∗ sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. L ist regulär.

2. Es existiert ein NFAA mitL(A) = L.

3. Es existiert ein DFAA mitL(A) = L.

4. Die Nerode-Rechtskongruenz∼L hat endlichen Index.
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2 Sprachen (Wiederholung)

Wörter

endliches AlphabetA – Menge von Symbolen (Buchstaben)
kartesisches ProduktAn – n-Tupel, Vektoren, Wörter der Längen
Länge|w| = n

Wortw1 . . . w|w| ist Funktionw : {1, . . . , |w|} −→ A (stattwi auchw(i))
dom(w) = {1, . . . , |w|}Menge aller Positionen inw
Menge aller WörterA∗ =

⋃
n∈NA

n mit A0 = {ε}
Verkettung· von Wörternu, v ∈ A∗: u : {1, . . . , |u|}, v : {1, . . . , |v|}
(u · v) : {1, . . . , |u|+ |v|}mit

(u · v)(i) =

{
u(i) für i ∈ {1, . . . , |u|}
v(i− |u|) sonst

Verkettung· ist assoziativ, aber nicht kommutativ
ε neutral für·, d.h. für allew ∈ A∗: ε · w = w · ε = w

(A∗, ·, ε) ist Monoid

Sprachen

SprachenL ⊆ A∗, L ∈ 2A∗
, charakteristische FunktionχL : A∗ −→ {0, 1}

Boolesche Operationen∪,∩,
(2A∗

,∪,∩, , ∅, A∗) ist Boolesche Algebra
VerkettungL1 · L2 = {u · v | u ∈ L1, v ∈ L2}
L0 = {ε}, Ln+1 = L · Ln, L∗ =

⋃
n∈N L

n

(2A∗
, ·, {ε}) ist Monoid

(2A∗
,∪, ·, {ε}, A∗) ist Halbring

Reguläre Ausdrücke:
REGEXP

r ::= ∅ | ε | a | r ∪ s | r · s | r∗

wobeia ∈ A undr, s REGEXP
reguläre Ausdrücke (als Terme) – rationale Sprache (RAT)
erweiterte reguläre Ausdrücke (nicht stärker, erlauben aber intuitivere Formalisie-
rung)
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3 Logiken MSOA[S, <] und FOA[S, <]

Logik = Syntax + Sematik
FO – first order: nur Individuenvariablen
MSO – monadic second order: Individuen- und Mengenvariablen (Menge = ein-
stelliges Prädikat)

syntaktische Elemente einer logischen Sprache
Junktoren ∨,∧,¬,→,↔
Quantoren ∀,∃
Variablen X = XFO ∪XMSO

allgemein für Wörter

Relationssymbole ΣR =
⋃

n∈NΣ(n)
R S,< (zweistellig),Pa für a ∈ A (einstellig)

Konstanten Σ(0)
F l, r (einstellig)

3.1 SyntaxFOA[S, <] und MSOA[S, <]

allgemein für Wörter

Terme X ∪ Σ(0)
F X ∪ {l, r}

FO-Atome p(t1, . . . , tn) mit t1 < t2, S(t1, t2), Pa(t) mit

p ∈ Σ(n)
R , t, ti Terme t, t1, t2 Terme,

MSO-Atome X(t) mit X ∈ XMSO X(t) mit Termt,X ∈ XMSO

Formeln inFOA[S,<] induktiv definiert: ϕ ::= P | ¬ϕ | ϕ ∗ ψ | Qxϕ
mit FO-AtomenP , x ∈ XFO, MSOA[S,<]-Formelnϕ,ψ,
∗ ∈ {∨,∧,→,↔},Q ∈ {∀,∃},

Formeln inMSOA[S,<] induktiv definiert: ϕ ::= P | ¬ϕ | ϕ ∗ ψ | Qxϕ
mit FO- oderMSO-AtomenP , x ∈ X, FOA[S,<]-Formelnϕ,ψ,
∗ ∈ {∨,∧,→,↔},Q ∈ {∀,∃},

3.2 SemantikFOA[S, <] und MSOA[S, <]

Σ-StrukturS = (|S|, [·]S) mit

• Träger|S| 6= ∅

• für jedes Symboln ∈ N, jedesp ∈ Σ(n)
R eine Relation[p]S ⊆ |S|n (als

Funktion[p]S : |S|n −→ {0, 1}

• für jede Konstantec ∈ Σ(0)
F ein [c]S ∈ |S|

Jedes Wortw ∈ A∗ definiertWortstrukturw = (|w|, [·]w) mit

• |w| = dom(w) = {1, . . . , |w|}
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•

[Pa]w = {i ∈ dom(w) | wi = a}
[S]w = {(i, i+ 1) | i ∈ dom(w) \ {|w|}}
[<]w = {(i, j) ∈ dom(w)2 | i < j}
[l]w = 0
[r]w = |w|

Variablenbelegungσ : XFO −→ dom(w),XMSO −→ 2dom(w)

Modifizierte Belegung

σ[x 7→ c](y) =

{
c falls y = x

σ(y) sonst

Erweiterung auf Terme:

σ(t) =

{
σ(t) falls t ∈ XFO

[c]w falls c ∈ Σ(0)
F

Interpretation(w, σ) mit Wortstrukturw und Belegungσ.

3.3 Wahrheitswerte

Wahrheitswert vonAtomenin Interpretation(w, σ)

JPa(t)K(w,σ) =

{
1 fallswσ(t) = a

0 sonst

Jt1 < t2K(w,σ) =

{
1 falls σ(t1) < σ(t2)
0 sonst

JS(t1, t2)K(w,σ) =

{
1 falls σ(t2) = σ(t1) + 1
0 sonst

JX(t)K(w,σ) =

{
1 falls σ(t) ∈ σ(X)
0 sonst

Wahrheitswert vonFormelnin Interpretation((w, σ), σ)

J¬ϕK(w,σ) = 1− JϕK(w,σ)

Jϕ ∨ ψK(w,σ) = max{JϕK(w,σ), JψK(w,σ)}
Jϕ ∧ ψK(w,σ) = min{JϕK(w,σ), JψK(w,σ)}

J∃xϕK(w,σ) = max{JϕK(w,σ[x−→c]) | c ∈ dom(w)}
J∃XϕK(w,σ) = max{JϕK(w,σ[X−→C]) | C ⊆ dom(w)}
J∀xϕK(w,σ) = min{JϕK(w,σ[x−→c]) | c ∈ dom(w)}

J∀XϕK(w,σ) = min{JϕK(w,σ[X−→C]) | C ⊆ dom(w)}

7



3.4 MSOA[S, <]- und FOA[S, <]-definierbare Sprachen

Interpretation(w, σ) heißtModell für ϕ gdw. JϕK(w,σ) = 1
Für Sätzeϕ ∈ MSOA[S,<] (Formeln ohne freie Variablen) ist die Belegung irre-
levant und wir schreibenJϕKw := JϕK(w,σ) für eine beliebige Belegungσ.
Jeder Satzϕ ∈ MSOA[S,<] definiert die Sprache

L(ϕ) = {w | JϕKw = 1}

Definition 3.1 Für eine LogikL heißt die SpracheL ⊆ A∗ genau dannL-definierbar,
wenn ein Satzϕ ∈ L mitL = L(ϕ) existiert.

Fakt 3.1 1. Zu jeder Formel inFOA[S,<] existiert eine äquivalente Formel in
FOA[S,<], die die Konstantenl undr nicht enthält.

2. Zu jeder Formel inMSOA[S,<] existiert eine äquivalente Formel in
MSOA[S,<], die die Konstantenl undr nicht enthält.

ϕ(l) ≡ ∃x (ϕ(x) ∧ ¬∃y(y < x)) ϕ(r) ≡ ∃x (ϕ(x) ∧ ¬∃y(x < y))

Fakt 3.2 1. Zu jeder Formel inFOA[S,<] existiert eine äquivalente Formel in
FOA[<].

2. Zu jeder Formel inMSOA[S,<] existiert eine äquivalente Formel in
MSOA[<].

Beweis:
S(x, y) = x < y ∧ ¬∃z(x < z ∧ z < y)

Fakt 3.3 Zu jeder Formel inMSOA[S,<] existiert eine äquivalente Formel in
MSOA[S].

Beweis:

x < y ≡ ∃X
(
¬X(x) ∧X(y) ∧ ∀z∀z′

((
X(z) ∧ S(z, z′)

)
→ X(z′)

))
Bemerkung 3.1 In FOA[S,<] läßt sich< nicht eliminieren.

3.5 Kodierung der Belegung

Wort w : dom(w) −→ A
Belegung fürX ∈ XMSO σ(X) : dom(w) −→ {0, 1}
Belegung fürx ∈ XFO σ(x) : dom(w) −→ {0, 1} mit |σ(x)| = 1
Interpretation (w, σ) : dom(w) −→ A× {0, 1}n

für n Variablen
Interpretation = Wort über erweitertem (aber endlichen) AlphabetA× {0, 1}n

(w, σ) ∈ (A× {0, 1}n)∗
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4 Sprachen endlicher Wörter

4.1 Wiederholung NFA

NFA A = (Q,α, δ, β) mit

• endliche ZustandsmengeQ 6= ∅
• Startzuständeα ⊆ Q (α : Q −→ {0, 1})
• Endzuständeβ ⊆ Q (β : Q −→ {0, 1})
• Transitionen: Homomorphismusδ : A∗ −→ (Q2 −→ {0, 1}) von Wörtern

ausA∗ auf |Q|2-Matrizen mit Einträgen in{0, 1}, eindeutig bestimmt durch
Einschränkung auf Buchstabenδ : A −→ (Q2 −→ {0, 1})

Homomorphismusδ zwischen Monoiden(A∗, ·, ε) und
(
Q2,�, E|Q|

)
:

E|Q| ist |Q| × |Q|-Einheitsmatrix,
· ist Verkettung,� boolesche Matrixmultiplikation

δ(ε) = E|Q| und δ(u · v) = δ(u)� δ(v) mit

(δ(u)� δ(v))(i, j) = max{δ(u)(i, k)δ(v)(k, j) | k ∈ Q}

Erkannte Sprache

elegant

L(A) = {w | α� δ(w)� β = 1}

durch akzeptierenden Lauf

Lauf des NFAA auf Wortw ∈ A∗: (q1, . . . , q|w|+1) ∈ Q|w|+1, so daß für alle
i ∈ dom(w) gilt (qi, qi+1) ∈ δ(wi) .
akzeptierender Laufdes NFAA auf Wortw ∈ A∗: Lauf (qO, . . . , q|w|) ∈ Q|w|+1

mit q0 ∈ α undq|w| ∈ β.

L(A) = {w | es ex. ein akzeptierender Lauf vonA aufw}

durch Überdeckung

Transitionsfunktionδ definiert endliche Menge vonKacheln(Dominosteine)

TA = {(a, p, q) | δ(a)(p, q) = 1} (1)

Projektionen:π1(a, p, q) = a ∈ A, π2(a, p, q) = p ∈ Q, π3(a, p, q) = q ∈ Q
Überdeckungfür w: Folge(T1, . . . , Tn) ∈ T |w|A von Kacheln, so daß für allei ∈
dom(w) gilt π1(Ti) = wi und für allei ∈ dom(w)\{|w|} gilt π3(Ti) = π2(Ti+1).
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akzeptierende Überdeckungfür w: (T1, . . . , Tn) ∈ T
|w|
A mit π2(T1) ∈ α und

π3(T|w|) ∈ β

L(A) = {w | es ex. eine akzeptierende Überdeckung vonw mit Kacheln ausT (A)}
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4.2 NFA-Erkennbarkeit und MSOA[S]-Definierbarkeit

Satz 4.1 (Büchi, Elgot 1960)Eine SpracheL ⊆ A∗ ist genau dann regulär, wenn
sieMSOA[S]-definierbar ist.

verwenden Satz aus Informatik 4:
L regulärgdw. es existiert NFAA = (Q,α, δ, β) mit L = L(A)
Beweis:(=⇒)
zu zeigen: Jede reguläre Sprache istMSOA[S]-definierbar.
gegeben: NFAA = (Q,α, δ, β)
Konstruktion eines SatzesϕA mit L(A) = L(ϕA)
Bezeichnungdom′(w) = dom(w) ∪ {|w|+ 1} = {1, . . . , |w|+ 1}
Lauf q : dom′(w) −→ Q

ϕA ist logische Formulierung für s existiert ein akzeptierender Lauf(qi)i∈dom′(w)

vonA aufw.

• MSO-Variablen{Xq | q ∈ Q} für Mengen von Positionen, an denenA bei
Lauf aufw in Zustandq ist.

• {Xq | q ∈ Q} mußPartition vondom′(w) sein.

ϕp = ∀x

∨
q∈Q

Xq(x) ∧
∧

p∈Q\{q}

¬Xq(x)


• q1 ist Startzustand (q1 ∈ α),

ϕα =
∨
q∈α

Xq(l)

• für alle i ∈ dom(w) existiert einwi-Übergang vonqi zu qi+1

(δ(wi)(qi, qi+1) = 1).

ϕδ = ∀x∀y

¬S(x, y) ∨
∨

a∈A,(p,q)∈δ(a)

(Xp(x) ∧Xq(y) ∧ Pa(x))


• von q|w| wird ein Endzustand erreicht

ϕβ =
∨

a∈A,q∈β
(p,q)∈δ(a)

(Xp(r) ∧ Pa(r))

ϕA = ∃X1 . . .∃X|Q| (ϕP ∧ ϕα ∧ ϕδ ∧ ϕβ)

(⇐=)
zu zeigen: JedeMSOA[S]-definierbare Sprache ist regulär.

11



gegeben: Satzϕ ∈ MSOA[S]
Konstruktion eines NFAA = (Q,α, δ, β) mit L(A) = L(ϕ)
Definition einer LogikMSO′

A[S,<] ohne first-order-Variablen
Atome:

X ⊆ Y JX ⊆ Y K(w,σ) =

{
1 falls σ(X) ⊆ σ(Y )
0 sonst

X ⊆ Pa JX ⊆ PaK(w,σ) =

{
1 falls σ(X) ⊆ [Pa]w
0 sonst

Sing(X) JSing(X)K(w,σ) =

{
1 falls |σ(X)| = 1
0 sonst

S(X,Y ) JS(X,Y )K(w,σ) =

{
1 falls σ(X) = {i}, σ(Y ) = {j} undj = i+ 1
0 sonst

X < Y JX < Y K(w,σ) =

{
1 falls σ(X) = {i}, σ(Y ) = {j} undi < j

0 sonst

induktiver Formalaufbau wie üblich

Lemma 4.1 Zu jeder Formelϕ ∈ MSOA[S,<] existiert eine äquivalente Formel
ϕ′ ∈ MSO′

A[S,<].

Beweis: Übersetzungt : MSOA[S,<] −→ MSO′
A[S,<] mit t′ : XFO −→ XMSO

t(X(y)) = Sing(t′(y)) ∧ t′(y) ⊆ X
t(Pa(x)) = Sing(t′(x)) ∧ t′(x) ⊆ Pa

t(S(x, y)) = S(t′(x), t′(y))
t(x < y) = t′(x) < t′(y)
t(¬ϕ) = ¬t(ϕ)

t(ϕ ∗ ψ) = t(ϕ) ∗ t(ψ) für ∗ ∈ {∨,∧}
t(Qxϕ) = Qt′(x)t(ϕ) für Q ∈ {∀,∃}

Fortsetzung Beweis für Satz 4.1 (⇐=):
Codierung der Belegungen nach Abschnitt 3.5
zu zeigen: Für jede Formelϕ ∈ MSO′

A[S,<] mit den freien Variablen{X1, . . . , Xn}
ist die SpracheL(ϕ) ⊆ A× {0, 1}n regulär
Induktion über Formelaufbau
Induktionsanfang: Konstruktion von Automaten für Atome
Induktionsschritt: für mit Junktoren zusammengesetzte Formeln:

Abschlußeigenschaften vonREG unter
Vereinigung, Schnitt und Komplement
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im Induktionsschritt bleibt noch zu zeigen:
ausL(ϕ) ∈ REG folgt L(∃Xϕ) ∈ REG undL(∀Xϕ) ∈ REG

Wegen der logischen Äquivalenz∀Xϕ ≡ ¬∃X¬ϕ genügt es, zu zeigen:
ausL(ϕ) ∈ REG folgt L(∃Xϕ) ∈ REG

Lemma 4.2 (Projektionslemma) Für zwei AlphabeteA undB, eine Funktionh :
A −→ B und deren homomorpher Fortsetzungh : A∗ −→ B∗ gilt:
IstL ⊆ A∗ regulär, dann ist auchh(L) = {h(w) | w ∈ L} regulär.

REG ist also abgeschlossen unter Projektionen.
Projektion

f : (A× {0, 1}n+1)+ −→ (A× {0, 1}n)+ mit

f(a, c1, . . . , cn, cn+1) = (a, c1, . . . , cn)
(2)

Lemma 4.3 (Quantorenlemma)Für die von einer Formelϕ definierte Sprache
L(ϕ) und die Projektionf aus (2) gilt

f(L(ϕ)) = L(∃Xnϕ)

Abschluß des Beweises von Satz 4.1:
für Induktionsschritt noch zu zeigen:
ausL(ϕ) ∈ REG folgt L(∃Xϕ) ∈ REG

o.B.d.AX = Xn

Wegen Lemma 4.3 giltL(∃Xnϕ) = f(L(ϕ)) mit der Projektionf aus (2)
und wegen Lemma 4.2 folgtL(∃Xnϕ) = f(L(ϕ)) ∈ REG ausL(ϕ) ∈ REG.

4.3 Folgerungen

(ungerichteter) GraphG = (V,E) mit E ⊆
(
V
2

)
Hamiltonkreis inG: Folge(v1, . . . , vn) in der

1. jeder Knoten ausV genau einmal vorkommt und

2. {v1, vn} ∈ E und für allei ∈ {1, . . . , n− 1}: {vi, vi+1} ∈ E

Folgerung 4.1 Es gibt keinen Satzϕ ∈ MSO[E], so daß für jeden GraphenG gilt:
JϕKG = 1 gdw. G hat einen Hamiltonkreis

Folgerung 4.2 Es existiert keine Formelϕ ∈ MSO[<] mit den freien Variablen
{x, y, z}, so daßJϕKσ = 1 gdw. σ(x) + σ(y) = σ(z)
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5 ω-Sprachen

endliches AlphabetA

ω-Wörter

ω-Wort ξ : N −→ A (ξ : ω −→ A)
Menge allerω-Wörter:Aω = {ξ : N −→ A}
Verkettung· : A∗ ×Aω −→ Aω: für u : {0, . . . , |u| − 1} −→ A, ξ : N −→ A

(uξ)(i) =

{
u(i) für i ∈ {0, |u| − 1}
ξ(i− |u|) sonst

Verkettung „assoziativ“(uv)ξ = u(vξ)

ω-Sprachen

ω-Sprache:L ⊆ Aω

Operationen aufω-Sprachen:

• Boolesche Operationen∪,∩, (Komplement)
• Verkettung· : 2A∗ × 2Aω −→ 2Aω

mit
für L ⊆ A∗ undM ⊆ Aω istLM = {uξ | u ∈ L, ξ ∈M} ⊆ Aω

• unendliche Iteration ω : 2A∗ −→ 2Aω
mit

Lω = {u1u2 . . . | i ∈ N, ui ∈ L \ {ε}}

(L ∪M)ω = (L∗M)ω ∪ (L ∪M)ω

(LM)ω = L(ML)ω

Lω = LLω = LnLω = L∗Lω

(Ln)ω = (L+)ω = Lω

Reguläreω-Sprachen

Definition 5.1 SpracheL ⊆ Aω heißtω-regulär gdw. eine Zahln und für jedes
i ∈ {1, . . . , n} SprachenNi,Mi ∈ REG existieren, so daß gilt:

L =
⋃

i∈{1,...,n}

MiN
ω
i

Menge allerω-regulären Sprachen:ωREG

Es gilt

• ∅ ∈ ωREG

• ausL,M ∈ ωREG folgt L ∪M ∈ ωREG

• für alleL ∈ REG \ {ε} gilt Lω ∈ ωREG

• für alleL ∈ REG,M ∈ ωREG gilt LM ∈ ωREG

14



5.1 ω-Automaten

A = (Q,α, δ,Acc) mit Acc ⊆ Qω (Menge akzeptierender Läufe)
AkzeptanzbedingungAcc oft parametrisiert
A akzeptiertξ ∈ Aω gdw. existiert Laufr ∈ Qω vonA auf ξ, d.h.

• r(0) ∈ α,

• für alle i ∈ N gilt (qi, qi+1) ∈ δ(wi),

• r ∈ Acc.

ω-AutomatA erkenntSpracheL(A) = Menge aller akzeptierten Wörterξ ∈ Aω

Definition 5.2 Einen SpacheL ⊆ Aω heißt von einem Automatentyp∗ (z.B.NFA,DFA)
erkennbar (∗-erkennbar) gdw. ein AutomatA vom Typ∗ existiert, so daßL =
L(A) gilt.

Die Menge aller∗-erkennbaren Sprachen heißtREC∗ ⊆ 2Aω
.

Definition 5.3 Für r ∈ Qω ist Inf(r) = {q ∈ Q | |{i | r(i) = q}| = ω}.

5.2 Büchi-Automaten

Acc = Büchi(β) parametrisiert durch Mengeβ ⊆ Q

Büchi(β) = {r ∈ Qω | Inf(r) ∩ β 6= ∅}

nichtdeterministischer Büchi-AutomatBNFA

AB = (Q,α, δ,Büchi(β))

zugeordneterNFA
A = (Q,α, δ, β)

deterministischer Büchi-AutomatBDFA:
alalogDFA: |α| = 1 undδ ist Funktion (hier auchδ : A −→ (Q −→ Q))
Es giltRECBDFA ⊆ RECBNFA

Beispiele:

• L = (a∗b)ω ∈ RECBDFA

• Aω \ L = A∗aω ∈ RECBNFA

Fakt 5.1 Es giltA∗aω 6∈ RECBDFA

Folgerung 5.1 RECBDFA ⊂ RECBNFA

Unterschied zuRECDFA = RECNFA für endlicheWörter
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Abschlußeigenschaften vonRECBNFA

• AusL,M ∈ RECBNFA folgt L ∪M ∈ RECBNFA.

• AusL,M ∈ RECNFA folgt LMω ∈ RECBNFA.

Für jede SpracheL = L(A) mit A = (Q,α, δ,Büchi(β)) gilt

L =
⋃
i∈α
f∈β

L(Ai,f )L(Af,f )ω

mit den NFAsAp,q = (Q, {p}, δ,Büchi({q}))

Analogon zu Satz von Kleene (endliche Wörter) fürω-Wörter:

Satz 5.1 ωREG = RECBNFA

analog zu Projektionslemma

Lemma 5.1 Für zwei AlphabeteA,B und f : A −→ B mit den homomorphen
Fortsetzungenf : A∗ −→ B∗ undf : Aω −→ Bω gilt:
ausL ⊆ Aω mitL ∈ ωREG folgt f(L) ∈ ωREG.

Satz 5.2 Für jedenBNFA A ist entscheidbar, obL(A) = ∅.

5.3 Muller-Automaten

Problem:(a+ b)∗aω 6∈ RECBNFA

AkzeptanzbedingungAcc = Muller(F ) parametrisiert durch MengeF ⊆ 2Q

Muller(F ) = {r ∈ Qω | Inf(r) ∈ F}

betrachten nurdeterministischeMuller-Automaten (MDFA):A = (Q, {i}, δ,Muller(F ))
RECMDFA = Menge aller durch einen Muller-Automaten erkennbaren Sprachen
Beispiele:

1. (a∗b)ω ∈ RECMDFA

2. Aω \ L = A∗aω ∈ RECMDFA

Fakt 5.2 Für jede SpracheL ∈ Aω gilt: L ∈ RECMDFA gdw. Aω \L ∈ RECMDFA

Lemma 5.2 RECMDFA ⊆ ωREG
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5.4 Satz von McNaughton

Satz 5.3 (McNaughton 1968)ωREG ⊆ RECMDFA

Beweis: gezeigt wirdRECBNFA ⊆ RECMDFA durch Konstruktion einesMDFA B =
(QB, s0, δB,Muller(T )) zu einem gegebenenBNFA A = (Q, {q0}, δ,Büchi(β))
(nach Safra)

Safra-Bäume

Baums aus Knoten:
v = (nv, lv, cv,Kv) ∈ T = N× 2Q × {w, g} × T ∗ mit

1. ID nv ∈ N

2. Markierunglv ∈ 2Q

3. Färbungcv ∈ {w, g}

4. Liste der Kinder von VKv ∈ T ∗

mit den folgenden Eigenschaften

1. für allev in s und alleu, u′ ∈ Kv mit u 6= u′ gilt lu ∩ lu′ = ∅

2. für allev in s gilt
⋃

u∈Kv
lu ⊂ lv

Fakt 5.3 Die Menge aller Safra-Bäume über einer endlichen MengeQ ist endlich.

gegeben:A = (Q, {q0}, δ,Büchi(β))
Konstruktion vonB = (QB, s0, δB,Muller(T )) mit

• QB = Menge aller Safra-Bäume überQ

• s0 = (1, {q0}, w, [ ])

•

T =
{
M ⊂ QB | ∃i ∈ N :

(
∀s ∈M ∃v ∈ s : nv = i

∧ ∃s ∈M ∃v ∈ s : (nv = i ∧ cv = g)

)}

• δ′ : A −→ (QB −→ QB) nach folgendem Verfahren
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Für allea ∈ A und alle Safra-Bäumes wird der Safra-Baumδ′(a)(s) = s′ be-
stimmt durch
Vorbereitung:

1. für allev in s: cv := g (alle grünen Markierungen löschen)

2. für allev in s: falls lv ∩ β 6= ∅ (lv enthält akzeptierende Zustände):
i := min{n ∈ N | n 6∈ {nu′ | u′ ∈ s} (noch nicht vorkommende ID
festlegen)
u := {i, {lv ∩ β}, w, [ ]} (neuen Knoten erzeugen)
Kv := append(Kv, u) (neuen Knoten an Liste der Kinder vonv anhängen)

Zustandsübergänge:

3. für allev in s: lv := {δ(a)(q) | q ∈ lv}

Aufräumen:

4. horizontal:

(a) für allev in s: L = Kv

solangeL 6= [ ]
(1) head(L) = u, tail(L) = L′

(2) für alleq ∈ u undu′ ∈ L′ setzelu′ := lu′ \ {q}
(3) L := L′

(alle Zustände löschen, die schon in „älteren Bruder“ vorkommen)

(b) für allev in s: lösche alleu ∈ Kv mit lu = ∅ ausKv

(alle Knoten mit leerer Markierung löschen, Wurzel aber nicht)

5. vertikal: für allev in s: falls lv =
⋃

u∈Kv
lu, setze

(a) Kv = [ ] (alle Kinder löschen)

(b) cv = g (v „blinkt“)

Bemerkung: Die Akzeptanzbedingung

Muller(T ) = {r ∈ Qω
B | Inf(r) ∈ T} mit

T =
{
M ⊂ QB | ∃i ∈ N

(
∀s ∈M ∃v ∈ s : nv = i

∧ ∃s ∈M ∃v ∈ s : (nv = i ∧ cv = g)

)}
läßt sich auch beschreiben durch

Rabin(T ′) = {r ∈ Qω
B | ∃(F,G) ∈ T ′ : Inf(r) ∩ F = ∅ ∧ Inf(r) ∩G 6= ∅}

mit

T ′ =
{

(Fi, Gi) | ∃i ∈ N
(

Fi = {s ∈ QB | ∀v ∈ s : nv 6= i}
∧ Gi = {s ∈ QB | ∃v ∈ s (nv = i ∧ cv = g)}

)}
A = (Q,α, δ,Rabin(T ′)) mit T ′ ⊆

(
2Q
)2

heißtRabin-Automat.
Für diese Konstruktion gilt Muller(T ) = Rabin(T ′) und damit
L(Q,α, δ,Muller(T )) = L(Q,α, δ,Rabin(T ′)).
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5.5 Satz von Büchi

Abschlußeigenschaften vonωREG

Aus Satz 5.1 (ωREG = RECBNFA), Lemma 5.2 (RECMDFA ⊆ ωREG) und Satz 5.3
(ωREG ⊆ RECMDFA) folgt sofort:

Satz 5.4 ωREG = RECBNFA = RECMDFA

Damit istωREG abgeschlossen unter

• endlicher Vereinigung

• Komplement (Fakt 5.2)

• endlichem Schnitt (deMorgan)

• Projektion (Lemma 5.1)

Analog zu Definition 3.1 für Sprachen endlicher Wörter:

Definition 5.4 Für eine LogikL heißt dieω-SpracheL ⊆ Aω genau dannL-
definierbar, wenn ein Satzϕ ∈ L mitL = L(ϕ) existiert.

Uns interessieren hierMSOA[S,<]-definierbareω-Sprachen.

Satz 5.5 (Büchi 1962)Für jede SpracheL ⊆ Aω gilt
L ∈ ωREG gdw. L ist MSOA[S,<]-definierbar.

Beweis:

(=⇒) benutzenωREG = RECBNFA,
Konstruktion eines SatzesϕA ∈ MSOA[S,<] zu gegebenemBNFA A
Modifikation der Formel aus Beweis von Satz 4.1,ϕBüchi(β) stattϕβ

ϕBüchi(β) =
∨
q∈β

ϕInf(Xp)

mit JϕInf(X)K(ξ,σ) = 1 gdw. σ(X) unendlich

ϕInf(X) = ∀x∃y(x < y ∧X(y)) ∈ MSOA[S,<]

(⇐=) Induktion über Formelaufbau (analog zum Beweis von Satz 4.1)
Induktionsschritt: Junktoren¬,∨,∃ durch Abschlußeigenschaften vonωREG
unter Komplement, Vereinigung und Projektion.

Satz 5.6 Für ω-SprachenL,L1, L2 ∈ ωREG ist entscheidbar, ob

1. L = ∅,

2. L = Aω,

3. L1 ⊆ L2,

4. L1 = L2.
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5.6 MSO[S]-definierbare Prädikate aufN

FürA = {a} istAω = {aω} und es existieren genau zwei Sprachen⊆ Aω, nämlich
L0 = ∅ undL1 = {aω}. Hier ist das PrädikatsymbolPa irrelevant.
Jede Formelϕ ∈ MSO∅[S] mit den freien Variablen{x1, . . . , xn} ⊆ XFO definiert
einen-stellige Relationpϕ ⊆ Nn durch

(m1, . . . ,mn) ∈ pϕ gdw. JϕK(aω ,[x1 7→m1,...,xn 7→mn]) = 1

NotationMSO[Σ] stattMSO∅[Σ]

Definition 5.5 Eine Relationp heißt genau dannMSO[S]-definierbar, wenn eine
Formelϕ ∈ MSO[S] existiert, so daßp = pϕ gilt.

JedeFunktionf : Mn −→M läßt sich alsRelationpf ⊆Mn+1 auffassen

(x1, . . . , xn, y) ∈ pf gdw. f(x1, . . . , xn) = y

Definition 5.5 bestimmt damit auch die Menge allerMSO[S]-definierbaren Funk-
tionen.
Jeder Satzϕ ∈ MSO[S] definiert eine (durch das PrädikatS) definierbareEigen-
schaftder MengeN.

5.7 Logik S1S

Logik S1S (monadic second order logic with one successor):

S1S = Th(MSO[<],N) = {ϕ ∈ MSO[<] | N |= ϕ}

(Menge aller überN wahren Sätzeϕ ∈ MSO[S])

Satz 5.7 (Büchi 1962)S1S ist entscheidbar.

Beweis: Entscheidungsverfahren fürϕ:
Konstruktion des Büchi-AutomatenAϕ wie im Beweis von Satz 5.5 über Alphabet
A = {a}.
Es giltN |= ϕ gdw. L(ϕ) = L(Aϕ) 6= ∅.
L(ϕ) 6= ∅ gilt genau dann, wenn inAϕ ein Zustandq ∈ β existiert, so daß

1. ein Pfad von einem Zustand ausα zu q und

2. ein Pfad vonq nachq existiert.

Diese Eigenschaft vonAϕ ist entscheidbar.

20



5.8 Weitere Logiken überN

FOA[<] und FO[<]

Fakt 5.4 Th(FO[<],N) ist entscheidbar.

Beweis: Folgerung aus Satz 5.7 wegenFO[<] ⊆ MSO[S]

FOA[S] und FO[S]

Wegen Fakt 3.2 gilt:

Fakt 5.5 JedeFOA[S]- definierbare Sprache istFOA[<]-definierbar.

Fakt 5.6 Th(FO[S],N) ist entscheidbar.

Beweis: Folgerung aus Satz 5.7 wegenFO[S] ⊆ MSO[S]

Peano-Arithmetik

first-order-Logik über der SignaturΣPeano = {<,+, ·}

Fakt 5.7 Th(FO[<,+, ·],N) ist unentscheidbar.

Presburger-Arithmetik

first-order-Logik über der SignaturΣPres = {<,+}

Fakt 5.8 Th(FO[<,+],N) ist entscheidbar.

Binärdarstellung:n =
∑

i∈N ai2i

Abbildungn ∈ N 7→Mn = {i ∈ N | ai = 1} ⊆ N
Relationp ⊆ (2N)3 mit

(Mi,Mj ,Mk) ∈ p gdw. i+ j = k

ist MSO[S]-definierbar, weil von einemBNFA erkennbar.
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6 Baumsprachen

6.1 Endliche Terme und Bäume

Terme

(Wiederholung Informatik 1)
(funktionale) SignaturΣ ⊆ S×N (hier immer endlich) mit SymbolemengeS und
jedem Symbol zugeordneter Stelligkeit.

Σ(n) = {f ∈ S | (f, n) ∈ Σ} Σ =
⋃

n∈N
Σ(n)

Definition 6.1 Die MengeTerm(Σ) aller GrundtermeüberΣ ist die kleinste Men-
geM , welche für jedes(f, n) ∈ Σ und jedesn-Tupel (t1, . . . , tn) ∈ Mn auch
f(t1, . . . , tn) enthält.

Damit gilt insbesondereΣ(0) ⊆ Term(Σ).
Variablenx ∈ X wie Konstanten:
Term(Σ, X) = Term(Σ′) mit Σ′(0) = Σ(0) ∪X und für allen > 0 : Σ′(0) = Σ(n)

hier oftX = {�} (Variable� symbolisiert eine „Lücke“)
t ∈ Term(Σ, X) heißtlinear, falls jede Variable int höchstens einmal vorkommt.

Beispiel 6.1 Für Σ = {(a, 1), (b, 1)} ist Term(Σ) = ∅ und es existiert eine Bijek-
tion zwischenTerm(Σ, {�}) und{a, b}∗.

Σ-AlgebraS = (|S|, J·KS) mit

1. Träger|S| 6= ∅

2. für alle(f, n) ∈ Σ ist JfKS : Sn −→ S

ϕ : |A| −→ |B| heißtHomomorphismuszwischenΣ-AlgebrenA = (|A|, J·KA)
undB = (|B|, J·KB), falls
für alle (f, n) ∈ Σ und alle(a1, . . . , an) ∈ |A|n gilt ϕ(JfKA(a1, . . . , an)) =
JfKB(ϕ(a1), . . . ϕ(an))
freie Termalgebra überΣ: T (Σ) =

(
Term(Σ), J·KT (Σ)

)
mit

für alle (f, n) ∈ Σ ist JfKT (Σ)(t1, . . . , tn) = f(t1, . . . , tn)
in Informatik 1 bewiesen:

Satz 6.1 Für jedeΣ-AlgebraS existiert genau ein Homomorphismus vonT (Σ)
nachS.
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Bäume

(hier immer endlich, geordnet, markiert)

Definition 6.2 Ein endlicher geordneter Baumb mit Markierungen aus einer Si-
gnaturΣ ⊆ S ×N ist eine Abbildung

b : dom(b) −→ Σ

mit einer präfixabgeschlossenen (auswu ∈ dom(b) folgt w ∈ dom(b)) Menge
∅ 6= dom(b) ⊆ N∗ für welche ausb(w) = (f, n) folgt {i ∈ N | wi ∈ dom(b)} =
{1, . . . , n}.

w ∈ dom(b) heißenPositionenin b.
ε ist die Wurzel in jedemb.
B(Σ) Menge aller Bäume überΣ
Größedes Baumesb ∈ B(Σ): Größe(b) = |dom(b)|
Höhedes Baumesb ∈ B(Σ): Höhe(b) = max{|w| | w ∈ dom(b)}
Teilbaumvon b ∈ B(Σ) an Positionw: Baumb|w : {u | wu ∈ dom(b)} −→ Σ, so
daß für alleu ∈ dom(b|w) gilt b|w(u) = b(wu).
Teilbaum-Relationa� b gdw. ∃w ∈ dom(b) : a = b|w (Halbordnung)
Bijektion Term – BaumT : Term(Σ) −→ B(Σ) rekursiv definiert durch
T (f(t1, . . . , tn)) = b mit b(ε) = (f, n) und für allei ∈ {1, . . . , n} : b|i = T (ti)
(Wir benutzen die jeweils geeignete Repräsentation.)
Substitutionθ : X −→ Term(Σ, X) definiert eindeutige homomorphe Fortsetzung
θ : Term(Σ, X) −→ Term(Σ, X)
θ : X −→ Term(Σ) heißt Grundsubstitution
KontextüberΣ: C ∈ Term(Σ, {�}) mit genau einem Vorkommen von�
Menge aller Kontexte überΣ heißtC(Σ).
Kontext� heißttrivial .
Für KontextC ∈ C(Σ) und Termt ∈ Term(Σ) ist C[t] := θ(C) ∈ Term(Σ) für
θ : {�} −→ Term(Σ) mit θ(�) = t
analog istC[C ′] := θ(C) ∈ C(Σ) für θ = [� 7→ C ′]
iteriertes Einsetzen:
für C ∈ C(Σ) istC0 = �, C1 = C undCn+1 = C[Cn].
Was bedeuten diese Begriffe fürC(Σ1) aus Beispiel 6.1?
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6.2 Bottom-Up-Baumautomaten

Nichtdeterministische Bottom-Up-Baumautomaten (NFTA)

Definition 6.3 A = (Q, δ, β) mit

1. endliche MengeQ 6= ∅ von Zuständen

2. akzeptierende Zuständeβ ⊆ Q

3. δ : Σ −→ (Q+ −→ {0, 1}), so daß für alle(f, n) ∈ Σ gilt
δ(f) : Qn+1 −→ {0, 1}

heißt (Σ-)NFTA.

Keine Anfangszustände definiert, aber für jedesa ∈ Σ(0) (Blattmarkierung) eine
Funktionδ(a) : Σ −→ (Q −→ {0, 1}), alsoδ(a) ⊆ Q
NFTA erkennen Grundterme.

Definition 6.4 Ein akzeptierender LaufeinesΣ-NFTA (Q, δ, β) auf t ∈ Term(Σ)
ist eine Funktionr : dom(t) −→ Q mit

1. für jede Positionw ∈ dom(t) mit t(w) = (f, n) gilt
(r(w1), . . . , r(wn), r(w)) ∈ δ(f, n)
(insbesondere giltr(w) ∈ δ(a, 0) ⊆ Q für alle (a, 0) ∈ Σ)

2. r(ε) ∈ β

Σ-NFTA A erkennt die MengeL(A) ⊆ Term(Σ) (Baumsprache)
Zwei Σ-NFTA A undB heißenäquivalentgdw. L(A) = L(B).
RECNFTA ist die Menge aller von einemNFTA erkennbaren Baumsprachen.
Idee (analog Abschnitt 4.1):
Darstellung vonδ im NFTA A = (Q, δ, β) als endliche Menge vonKacheln

TA = {(q1, . . . , qn, q, f) | (q1, . . . , qn, q) ∈ δ(f, n)} (3)

akzeptierender Lauf vonA auf t ∈ Term(Σ) als Überdeckung (der „Astgabeln“)
von t mit Kacheln aus der MengeTA.
EinNFTA (Q, δ, β) heißtvollständiggdw. für alle(f, n) ∈ Σ und alle(p1, . . . , pn) ∈
Qn gilt {p ∈ Q | (p1, . . . , pn, q) ∈ δ(f, n)} 6= ∅

Satz 6.2 Zu jedemNFTA existiert ein äquivalenter vollständigerNFTA.

Beweis: Vervollständigung (analog Wortautomaten)
Ein NFTA (Q, δ, β) heißtdeterministisch(DFTA) gdw. für alle (f, n) ∈ Σ gilt

|{q ∈ Q | (q1, . . . , qn, q) ∈ δ(f, n)}| ≤ 1

(δ(f, n) ⊆ Qn+1 ist partielle Funktionδ(f, n) : Qn −→ Q)
Für einenDFTA A = (Q, δ, β) existiert also für jedes(f, n) ∈ Σ und jedes Tupel
(q1, . . . , qn) ∈ Qn höchstens eine Kachel(q1, . . . , qn, q, f) ∈ TA.
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Satz 6.3 Zu jedemNFTA existiert ein äquivalenterDFTA.

Beweis: Potenzmengen-Konstruktion

Folgerung 6.1 RECNFTA = RECDFTA

6.3 Top-Down-Baumautomaten

Definition 6.5 A = (Q,α, δ) mit

1. endliche MengeQ 6= ∅ von Zuständen

2. Startzuständeα ⊆ Q

3. δ : Σ −→ (Q+ −→ {0, 1}), so daß für alle(f, n) ∈ Σ gilt
δ(f) : Qn+1 −→ {0, 1}

heißt (Σ-)TD− NFTA.

Ein akzeptierender LaufeinesΣ-NFTA (Q,α, δ) auf t ∈ Term(Σ) ist eine Funk-
tion r : dom(t) −→ Q mit

1. r(ε) ∈ α

2. für jede Positionw ∈ dom(t) gilt:
(r(w1), . . . , r(wn), r(w)) ∈ δ(t(w))
(insbesondere giltr(w) ∈ δ(a, 0) ⊆ Q für alle (a, 0) ∈ Σ)

Der Typ der Übergangsrelationδ ist für NFTA undTD− NFTA gleich.
Damit definiert Gleichung 3 auch zu jedemTD− NFTAA = (Q,α, δ) eine Men-
ge TA von Kacheln. Somit entspricht auch jeder akzeptierende Lauf vonA auf
einem Termt ∈ Term(Σ) einer Überdeckung vont mit Kacheln ausTA.

Fakt 6.1 Für jedenNFTA A = (Q, δ, β) istB = (Q, β, δ, ) einTD− NFTA (und
umgekehrt) mitL(A) = L(B).

Folgerung 6.2 RECNFTA = RECTD−NFTA

EinTD− NFTA (Q,α, δ) heißtdeterministisch(TD− DFTA) gdw. für alle(f, n) ∈
Σ gilt

|{(p1, . . . , pn) ∈ Qn | (p1, . . . , pn, q) ∈ δ(f, n)}| ≤ 1

(δ(f, n) ⊆ Qn+1 ist partielle Funktionδ(f, n) : Q −→ Qn)
Für einenTD− DFTA A = (Q,α, δ) existiert also für jedes(f, n) ∈ Σ und jeden
Zustandq ∈ Q höchstens eine Kachel(q1, . . . , qn, q, f) ∈ TA.

Fakt 6.2 L = {f(a, b), f(b, a)} ∈ RECTD−NFTA \ RECTD−DFTA

Folgerung 6.3 RECTD−DFTA ⊂ RECTD−NFTA
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6.4 Eigenschaften vonRECNFTA

Homomorphismen zwischenΣ-Algebren

Für SignaturΣ definiert jeder vollständigeDFTA A = (Q, δ, β) mit der Transiti-
onsfunktionδ : Σ −→ (Q∗ −→ Q)

1. eineΣ-AlgebraZA = (Q, [·]ZA) mit

∀(f, n) ∈ Σ)∀(q1, . . . , qn) ∈ Qn : [f ]ZA(q1, . . . , qn) = δ(f, n)(q1, . . . , qn)

insbesondere[a]ZA = δ(a) für (a, 0) ∈ Σ
Es gilt also[f ]ZA = δ(f, n).

2. einen Homomorphismush : Term(Σ) −→ Q mit

h(f(t1, . . . , tn)) = [f ]ZA(h(t1), . . . , h(tn)) (= δ(f, n)(h(t1), . . . , h(tn)))

zwischen denΣ-AlgebrenT (Σ) undZA
(homomorphe Fortsetzung vonδ : Σ −→ (Q∗ −→ Q) auf Grundterme)

Transitionsfunktionδ : Σ −→ (Q+ −→ Q) läßt sich außerdem homomorph fort-
setzen auf

• Terme mit Variablenδ : Term(Σ, {x1, . . . , xn}) −→ (Qn −→ Q) durch
h(xi)(q1, . . . , qn) = qi

• Spezialfall Kontexteδ : C(Σ) −→ (Q −→ Q) durchh(�)(q) = q

Pumping-Lemma

Notation für(g, 1) ∈ Σ: gi+1(t) = g(gi(t))
L = {f(gi(a), gi(a) | i ∈ N} 6∈ RECNFTA

Satz 6.4 Für jede BaumspracheL ∈ RECNFTA existiert eine Zahln ∈ N, so daß
für jeden Grundtermt ∈ mit Höhe(t) > n ein KontextC ′, ein KontextC 6= � und
ein Grundterms ∈ Term(Σ) existieren, so daß

t = C ′[C[s]] und {C ′[Ck[s]] | k ∈ N} ⊆ L

Folgerung 6.4 Für einenNFTA A = (Q, δ, β) gilt

• L(A) 6= ∅ gdw. ∃t ∈ L(A) : Höhe(t) ≤ |Q|,

• |L(A)| ist unendlichgdw. ∃t ∈ L(A) : |Q| ≤ Höhe(t) ≤ 2|Q|.
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Baum-Homomorphismen

SignaturenΣ,Γ,X = {xi | i ∈ N}
Wie wird ausTerm(Γ) eineΣ-Algebra?
für jedes(f, n) ∈ Σ FunktionJfKT (Γ) : Term(Γ)n −→ Term(Γ) definieren
Jeder Termt ∈ Term(Γ, {x1, . . . , xn}) repräsentiert eine Funktion

ft : Term(Γ)n −→ Term(Γ), wobei ft(t1, . . . , tn) = θ(t)
mit ∀i ∈ {1, . . . , n} : θ(xi) = ti

Diese Zuordnungϕ : Term(Γ, {x1, . . . , xn}) −→ (Term(Γ)n −→ Term(Γ)) mit
ϕ(t) = ft ist bijektiv.
Der kürzeren Notation wegen identifizieren wir im Folgenden jeden Termt ∈
Term(Γ, {x1, . . . , xn}) mit der von ihm repräsentierten Funktionft : Term(Γ)n −→
Term(Γ).
Jede FunktionhΣ : Σ −→ Term(Γ,X) mit
∀(f, n) ∈ Σ : hΣ(f) ∈ Term(Γ, {x1, . . . , xn})
(insbesondere für(a, 0) ∈ Σ Grundtermh(a) ∈ Term(Γ)) definiert:

1. dieΣ-StrukturS = (Term(Γ)J·KS) mit ∀(f, n) ∈ Σ : JfKS = hΣ(f)

2. den(Baum-)Homomorphismush : Term(Σ) −→ Term(Γ) zwischen den
Σ-StrukturenT (Σ) undS durch

h(f(t1, . . . , tn)) = hΣ(f)(h(t1), . . . , h(tn))

FunktionhΣ : Σ −→ Term(Γ,X) (bzw.hΣ : Σ −→ (Term(Γ)∗ −→ Term(Γ)))
läßt sich außerdem homomorph fortsetzen auf

• Terme mit Variablenh : Term(Σ, {x1, . . . , xn}) −→ (Term(Γ)n −→ Term(Γ))
durchh(xi)(s1, . . . , sn) = si

• Spezialfall Kontexteδ : C(Σ) −→ (Term(Γ) −→ Term(Γ))
durchh(�)(s) = s

Beispiel 6.2 Für Σ = {(g, 1), (a, 0)}, Γ = {(f, 2), (b, 0)} und
hΣ(a) = f(b, b) ∈ Term(Γ), hΣ(g) = f(x1, x1) ∈ Term(Γ, {x1}) gilt
L = {gi(a) | i ∈ N} ∈ RECNFTA, aber
h(L) = {t ∈ Term(Γ) | ∃k ∈ N : dom(t) = {w ∈ {1, 2}∗ | |w| < k}} 6∈
RECNFTA.

Dieses Beispiel zeigt:

Fakt 6.3 RECNFTA ist nicht unter beliebigen Homomorphismen abgeschlossen.

Der durch eine FunktionhΣ : Σ −→ Term(Γ,X) definierte Homomorphismus
heißtlinear gdw. für jedes(f, n) ∈ Σ der TermhΣ(f) ∈ Term(Γ, {x1, . . . , xn})
linear ist (d.h.∀i ∈ {1, . . . , n} : |{w ∈ dom(hΣ(f)) | hΣ(f)(w) = x1}| ≤ 1).
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Satz 6.5 Für jede BaumspracheL ⊆ Term(Σ) mitL ∈ RECNFTA und jeden linea-
ren Baum-Homomorphismush : Term(Σ) −→ Term(Γ) gilt h(L) ∈ RECNFTA.

Satz 6.6 Für jede BaumspracheL ⊆ Term(Γ) mit L ∈ RECNFTA und jeden
Baum-Homomorphismush : Term(Σ) −→ Term(Γ) gilt h−1(L) ∈ RECNFTA.

Zu jeder endlichen SignaturΣ existieren eine endliche SignaturΓ = Γ(2) ∪ Γ(0)

und ein linearer Homomorphismush : Term(Σ) −→ Term(Γ), z.B. wie folgt
definiert:

Γ0 = Σ(0) ∪ {c} h(a) = a

Γ1 = {(f, 2) | (f, 1) ∈ Σ} h(f) = f(x1, c)

Γ2 = Σ(2) h(f) = f(x1, x2)

∀n > 2 : Γn = {(fi, 2) | f ∈ Σ(n), i ∈ {1, . . . , n− 1}} h(f) = f1(x1, f2(x2, . . . fn−1(xn−1, xn) . . .))

Γ =
⋃
i∈N

Γi

Für jede BaumspracheL ⊆ Term(Σ) und einen (immer existierenden) linearen
Homomorphismush : Term(Σ) −→ Term(Γ) mit Γ = Γ(2) ∪ Γ(0) gilt also

L ∈ RECNFTA gdw. h(L) ∈ RECNFTA.

Untersuchung von Baumsprachen über SignaturenΣ = Σ(2) ∪ Σ(0) genügt also.

Abschlußeigenschaften vonRECNFTA

Satz 6.7 Für BaumsprachenL,L′ ∈ 2Term(Σ) folgt ausL,L′ ∈ RECNFTA:

• L ∪ L′ ∈ RECNFTA,

• 2Term(Σ) \ L ∈ RECNFTA,

• L ∩ L′ ∈ RECNFTA,

• h−1(L) ∈ RECNFTA für Homomorphismush,

• h(L) ∈ RECNFTA für linearen Homomorphismush.
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6.5 Logik MSOΓ[S1, . . . , Sk]

Man vergleiche mit Abschnitt 3.4

Syntax

Für jede (funktionale) SignaturΓ mit k = max{n | Γ(n) 6= ∅}wird eine relationale
SignaturΣΓ definiert:

ΣΓ = {(Pf , 1) | f ∈ Γ} ∪ {(Si, 2) | i ∈ {0, . . . , k}} ∪ {(≤, 2)}

Atome inMSOΓ[S1, . . . , Sk]

Pa(x) | Si(x, y) | x v y | X(x)

Erweiterung auf Formeln inMSOΓ[S1, . . . , Sk,≤] und FOΓ[S1, . . . , Sk,≤] wie
üblich (Abschnitt 3.4)

Baumstrukturen

Jeder Termt ∈ Term(Γ) (also t : dom(t) −→ Γ) definiert dieBaumstruktur
t = (dom(t), [·]t) mit

∀i ∈ {1, . . . , k} : [Si]t = {(w,wi) ∈ dom(t)2}
[≤]t = {(v, w) ∈ dom(t)2 | v v w}

∀(f, n) ∈ Γ : [Pf ]t = {w ∈ dom(t) | t(w) = f}

Definierbare Prädikate

(X = ∅) := ∀x(¬(X(x)))
(X ⊆ Y ) := ∀x(X(x)→ Y (x))
(X = Y ) := X ⊆ Y ∧ Y ⊆ X
Sing(X) := ¬(X = ∅) ∧ ∀Y (Y ⊆ X → (X = Y ∨ Y = ∅))

ϕP (X,X1, . . . , Xn) := ∀x(X(x)↔
n−1∨
i=1

(Xi(x) ∧
n∧

j=i+1

¬Xj(x)))

(x = y) := (x ≤ y) ∧ (y ≤ x)
(x < y) := (x ≤ y) ∧ ¬(y ≤ x)

wurzel(x) := ∀x(¬y < x)
blatt(x) := ∀x(¬x < y)
laub(X) := ∀y(X(y)↔ blatt(y))
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Präfixordnung (reflexiv-transitiver Abschluß von
⋃k

i=1 Sk):

(x ≤ y) := ∀X

(
X(y) ∧ ∀z∀z′

(
k∨

i=1

(Si(z, z′) ∧X(z′))→ X(z)

)
→ X(x)

)

≤ ist also inMSOΓ[S1, . . . , Sk,≤] eliminierbar (ähnlich Fakt 3.3).
Abgeschlossenheit unter Präfixrelation

ϕPref(X) = ∀x∀y((X(x) ∧ y ≤ x)→ X(y))

Codierung von Termen:

ϕTerm(X,X1, . . . , Xn) = ¬(X = ∅)
∧ϕP (X,X1, . . . , Xn)
∧ϕPref(X)

∧
k∧

i=1

∧
f∈Γ(i)

( ∧i
l=1 ∀x∀y ((X(x) ∧ Sl(x, y))→ X(y))
∧
∧k

l=i+1 ∀x∀y ((X(x) ∧ Sl(x, y))→ ¬X(y))

)

Modifizierte Logik MSO′
Γ[S1, . . . , Sk] ohne first-order Variablen hat die gleiche

Ausdrucksstärke wieMSOΓ[S1, . . . , Sk] (analog Lemma 4.1).

Satz 6.8 (Doner, Thatcher / Wright 1968)Für jede BaumspracheL ⊆ Term(Γ)
gilt L ∈ RECNFTA gdw. ∃ϕ ∈ MSO.

Beweis: analog Satz 4.1

6.6 Logik WSkS

(vergleiche Abschnitt 5.7)
Logik MSO∅[S1, . . . , Sk] heißtWSkS (Weak monadicSecond order withk Successors).
Sätzeϕ ∈WSkS definierenEigenschaftenvon Bäumen, z.B.
∀x(∃yS1(x, y)→ ∃zS2(x, z)
∀x∃yS1(x, y) (erfüllt kein endlicher Baum)
∃X(∀x∀y(X(x) ∧ S1(x, y)→ X(y)) (erfüllt jeder endliche Baum)
Formelnϕ ∈WSkS mit Variablen definierenRelationenzwischen Bäumen, z.B.
„weak“, weil für alleσ : XMSO −→ 2dom(t) gilt |σ(X)| < ω.

Satz 6.9 {ϕ ∈WSkS | L(ϕ) 6= ∅} ist entscheidbar.

Beweis analog Satz 5.7
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6.7 Zusammenhänge zwischen Baum- und Wortsprachen

Blattsprachen

Blattwort eines Termes (Blattmarkierungen von links nach rechts gelesen):
l : Term(Σ) −→ (Σ(0))+, induktiv definiert durch

für t = a ∈ Σ(0): l(a) = a

l(f(t1, . . . , tn)) = l(t1) · · · l(tn)

Blattsprachefür L ⊆ Term(Σ):

l(L) = {l(t) | t ∈ L}

Satz 6.10Eine WortspracheL ist kontextfreigdw. L die Blattsprache einer Baum-
spracheL′ ∈ RECNFTA ist.

Pfadsprachen

Pfadspracheeines Termes (Knotenmarkierungen von Wurzel zu Blatt):
P : Term(Σ) −→ 2(Σ+), induktiv definiert durch

für t = a ∈ Σ(0): P (a) = a

P (f(t1, . . . , tn)) =
n⋃

i=1

{f · w | w ∈ P (ti)}

Pfadsprache der BaumspracheL ⊆ Term(Σ):

P (L) = {P (t) | t ∈ L} ⊆ Σ+

Satz 6.11Für jede BaumspracheL ∈ RECNFTA gilt P (L) ∈ REG.

Beweis: Konstruktion einesNFAAmit L(A) = P (L) ausNFTA B mit L = L(B)
Die Umkehrung von Satz 6.11 gilt nicht.
Gegenbeispiel: fürΣ = {(f, 2), (a, 0)} und L = {f(t, t) | t ∈ Term(Σ)} 6∈
RECNFTA ist P (L) = {f i(a) | i < 0} ∈ REG
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7 Sprachen unendlicher Bäume

Unendliche Bäume

Wir betrachten hier nur SignaturenΣ = Σ(2).
Ein unendlicher Baumt ∈ ωBaum(Σ) ist eine Funktiont : {0, 1}∗ −→ Σ.
Jedesω-Wort ξ ∈ {0, 1}ω bezeichnet einenPfad in dom(t).
analog Pfadsprachen für endliche Terme:
PfadspracheP : ωBaum(Σ) −→ 2Σω

Für t ∈ ωBaumΣ ist P (t) die Menge der Markierungen aller Pfade int von der
Wurzel aus gelesen (ω-Wörter).

P (t) = {t(ε)t(ξ1)t(ξ2) . . . | ξ = ξ1ξ2 . . . ∈ {0, 1}ω}

Für SprachenL ⊆ ωBaum(Σ) gilt P (L) =
⋃

t∈L P (t).

7.1 ω-Baumautomaten

(Top-down-)ω-BaumautomatA = (Q,α, δ,Acc) mit

• endlicher ZustandsmengeQ 6= ∅

• Menge von Anganstzuständenα ⊆ Q

• Übergangsrelationδ : Σ −→ 2Q3

Definitionen von Übergangsrelationδ, KachelnTA und Überdeckungen wie für
Automaten über endlichen Bäumen.
Für einen Laufr : {0, 1}∗ −→ Q von A auf t definieren wir die Pfadsprache
P : {0, 1}ω −→ Q von r analog zur Pfadsprache eines Baumes durch

P (r) = {r(ε)r(ξ1)r(ξ2) . . . | ξ = ξ1ξ2 . . . ∈ {0, 1}ω}

AkzeptanzbedingungenAcc ähnlich zuω-Automaten (Abschnitt 5.1)

• Büchi-Baumautomat (BNFTA) mit Acc = Büchi(β) für β ⊆ Q mit

Büchi(β) = {r ∈ Qω | Inf(r) ∩ β 6= ∅}

• Muller-Baumautomat (MNFTA) mit Acc = Muller(F ) mit F ⊆ 2Q

Muller(F ) = {r ∈ Qω | Inf(r) ∈ F}

• Rabin-Baumautomat (RNFTA) mit Acc = Rabin(T ) mit T ⊆
(
2Q
)2

Rabin(T ) = {r ∈ Qω | ∃(F,G) ∈ T : Inf(r) ∩ F = ∅ ∧ Inf(r) ∩G 6= ∅}
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• Street-Baumautomat (SNFTA) mit Acc = Streett(T ) mit T ⊆
(
2Q
)2

Streett(T ) = {r ∈ Qω | ∀(F,G) ∈ T : Inf(r) ∩ F = ∅ ∨ Inf(r) ∩G 6= ∅}

A akzeptiert den Baumt ∈ ωBaum gdw. es existiert einakzeptierenderLauf
r : {0, 1}∗ −→ Q vonA auf t, d.h.

• r(ε) ∈ α,

• für allew ∈ {0, 1}∗ gilt (r(w0), r(w1), r(w)) ∈ δ(t(w)),

• P (r) ⊆ Acc.

ω-BaumautomatA akzeptiert die SpracheL(A) (Menge aller Bäumet ∈ ωBaum(Σ),
für die ein akzeptierender Lauf vonA auf t existiert).
MengenRECBNFTA, RECMNFTA, RECRNFTA, RECSNFTA aller durch Büchi-, Muller-
, Rabin- und Street-ω-Baumautomaten erkennbarenω-Baumsprachen

Fakt 7.1 RECBNFTA ist nicht unter Komplement abgeschlossen.

Beispiel: fürΣ = {(a, 2), (b, 2)} ist L = {t ∈ ωBaum(Σ) | ∃ξ ∈ P (t) : |a|ξ =
ω} ∈ RECbnfta (durch BNFTA A = ({qa, qb, p}, {qa, qb}, δ,Büchi({qa, p}))),
aber2ωBaum(Σ) \ L 6∈ RECBNFTA

FürMNFTAA = ({qa, qb, p}, {qa, qb}, δ,Muller(F )) mitF = {{qa, qb}, {qa}, {p}}
gilt L = L(A)
FürMNFTAB = ({qa, qb}, {qa, qb}, δ,Muller({qb})) mit δ(a) = {(qa, qa, qa), (qa, qa, qb)},
δ(b) = {(qb, qb, qa), (qb, qb, qb)} gilt 2ωBaum(Σ) \ L = L(B)

Satz 7.1 RECMNFTA = RECRNFTA = RECSNFTA

Beweisidee: Jederω-Baumautomat ist eine Kombination aus einemω-Baumautomaten
ohne Akteptanzbedingung (zum Raten eines Laufesr : {0, 1}∗ −→ Q)
und einem deterministischenω(-Wort)-Automaten aufP (r) (zum Testen der Ak-
teptanzbedingung auf jedem Pfad)

Abschlußeigenschaften vonRECMNFTA

Abschluß unter∪ und Projektion läßt sich analog zuω-Wörtern zeigen.

Satz 7.2 (Rabin, 1969)Für jede SpracheL ∈ RECMNFTA gilt 2ωBaum(Σ) \ L ∈
RECMNFTA.

(hier ohne Beweis)
RECMNFTA ist abgeschlossen unter

• Vereinigung

• Komplement

• Projektion
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7.2 Logik über unendlichen Bäumen

Definitionen nach Abschnitt 6.6
MSOΣ[S1, . . . , Sk]
Jeder Baumt ∈ ωBaum(Σ) definiertBaumstruktur

t = ({0, 1}ω, []t)

mit Interpretation vonS0, S1,≤, Pf wie in Abschnitt 6.6.
Jeder Satzϕ ∈ MSOΣ[S1, . . . , Sk] definiert die Spache unendlicher BäumeLω(ϕ) =
{t ∈ ωBaumΣ | JϕKt = 1}.

Satz 7.3 Für jedeω-BaumspracheL ⊆ 2ωBaum(Σ) gilt

L ∈ RECMNFTA gdw. ∃ϕ ∈ MSOΣ[S0, S1] : L = L(ϕ)

Logiken ohne Buchstabenprädikate:

S1S = MSO∅[S](über endlichen und unendlichen Wörtern)
S2S = MSO∅[S0, S1](über endlichen und unendlichen Binärbäumen)
SkS = MSO∅[S1, . . . , Sk](über endlichen und unendlichen Bäumen vom Gradk)
SωS = MSO∅[{Si | i ∈ N}](über endlichen und unendlichen Bäumen, in denen jeder Knoten beliebigen endlichen Grad hat)

Die folgende Transformation erlaubt die Einbettung vollständiger Ternärbäumet :
{1, 2, 3}∗ −→ Σ in vollständige Binärbäumet′ : {0, 1}∗ −→ Σ.
Die Menge der Positionen int′, auf die die Knoten aust abgebildet werden, ist
P = (10 + 110 + 1110)∗ ⊆ {0, 1}∗

Übersetzung der PositionenT : {1, 2, 3}∗ −→ {0, 1}∗:

T (w1w2, . . . , wn) = 1w101w20 . . . 1wn0

Übersetzung der BäumeT : ({1, 2, 3}∗ −→ Σ) −→ ({0, 1}∗ −→ Σ ∪ {∗})

T (t) = t′ t′(w) =

{
t(w′) fallsw ∈ P ∧ T (w′) = w

∗ sonst

Logische Beschreibung der MengeP ⊆ dom(t′):

P (x) = ∀Y (Y (x) ∧ ∀y ((Y (y10) ∨ Y (y110) ∨ Y (y1110))→ Y (y))→ Y (ε))

Übersetzung der NachfolgerrelationenS1, S2, S3 auf dom(t) = {1, 2, 3}∗ in For-
meln ausFO[S0, S1] aufdom(T (t)) = {0, 1}∗

ϕS1(x, y) = ∃z(S1(x, z) ∧ S0(z, y))
ϕS2(x, y) = ∃u∃v(S1(x, u) ∧ S1(u, v) ∧ S0(v, y))
ϕS3(x, y) = ∃u∃v∃w(S1(x, u) ∧ S1(u, v) ∧ ∧S1(v, w) ∧ S0(w, y))
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Analog lassen sich Bäume mit Knoten anderer (auch verschiedener) Grade in voll-
ständige Binärbäume einbetten.

Folgerung 7.1 Die LogikenS2S,SkS,SωS sind entscheidbar.

7.3 Entscheidbarkeitskriterien für Logiken

Logik (L,M, |=) mit

• MengeL von Formeln

• MengeM von Interpretationen

• Modellrelation|= ⊆M × L

Bezeichnungen wie z.B.FOA[S], MSOΣ[S0, S1] definieren die FormelmengeL
und mit „überω-Wörtern“ „über endlichen Binärbaumen“ wird die MengeI an-
gegeben.
Modelle einer Formelϕ ∈ L: Mod(ϕ) = {m ∈M | m |= ϕ}
Im folgenden nehmen wir am, daß die betrachtete Logik(L,M, |=) eine Prädika-
tenlogik oder in eine solche einbettbar ist.
(Prädikatenlogik:L definiert durch endliche SignaturΣ für Atome,M Menge von
Σ-Strukturen)
Damit istL abzählbar und jeder Interpretationm ∈ M kann eine „Größe“|m|
(Kardinalzahl) zugeordnet werden, so daß für jedesn ∈ N nur endlich viele
m ∈M mit |m| = n existieren.
Das gilt für alle hier bisher untersuchten Logiken.
Menge aller inM allgemeingültigen Formeln{ϕ | Mod(ϕ) = M}. Diese Menge
ist aufzählbar (z.B. Sequenzenkalkül, Resolution).
Wiederholung Entscheidbarkeit:
Eine Logik (L,M, |=) heißt entscheidbar, wenn die charakteristische Funktion
χ{ϕ|Mod(ϕ)=M} : L −→ {0, 1} berechenbar ist.
Entscheidbarkeit wird durch Angabe einesEntscheidungsverfahrensgezeigt.
Für manche Klassen von Logiken lassen sich allgemeine Entscheidungsverfahren
angeben.

Beschränkte-Modell-Eigenschaft (BMP)

L erfüllt BMPgdw. ∀ϕ ∈ L∃k(ϕ) (Mod(ϕ) 6= ∅ → ∃m ∈ Mod(ϕ) : |m| ≤ k(ϕ))

Satz 7.4 Jede Logik mit BMP ist entscheidbar.

Entscheidungsverfahren: Suche nach Modell für¬ϕ für alle (das sind endliche
viele) Modellem mit |m| < k(ϕ)

Beispiel: Aussagenlogik,FO[Σ(1)
R ] haben BMP
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Endliche-Modell-Eigenschaft (FMP)

L erfüllt FMPgdw. ∀ϕ ∈ L (Mod(ϕ) 6= ∅ → ∃m ∈ Mod(ϕ) : |m| ∈ N)

Satz 7.5 Jede Logik mit FMP ist entscheidbar.

Wir wissen

• {ϕ | Mod(ϕ) = M} ist aufzählbar (Beweise für Allgemeingültigkeit von
ϕ).

• In Logiken mit FMP istMod(¬ϕ) (Menge der Gegenbeispiele gegen All-
gemeingültigkeit vonϕ) aufzählbar (füri ← [1..] teste allem ∈ M mit
|m| = i).

Entscheidungsverfahren: Kombination von Suche nach Beweis fürϕ und Modell
für ¬ϕ (Gegenbeispiel).
schrittweise abwechselnde Ausführung

Baummodelleigenschaft (TMP)

L erfüllt TMP gdw. ∀ϕ ∈ L(Mod(ϕ) 6= ∅ → ∃m ∈ Mod(ϕ) : m ist Baummo-
dell).

Satz 7.6 Jede Logik mit TMP ist entscheidbar.

Entscheidungsverfahren: (Suche nach Baummodell für¬ϕ)
berechneω-BaumautomatenA¬ϕ

ϕ ist allgemeingültiggdw. L(A¬ϕ) = ∅ (entscheidbar)
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8 Modallogik

Idee: Formale Beschreibung von Aussagen wie
Aussageϕ ist „möglich“, „notwendig“, „erlaubt“, „bekannt“. . .

8.1 Syntax

Erweiterung der Aussagenlogik umModalitäten�,�
Formeln inML(P ) mit MengeP von Aussagenvariablen:

ϕ ::= p | ¬ϕ | ϕ ∧ ψ | �xϕ mit Aussagenvariablenp ∈ P

8.2 Kripke-Strukturen

Kripke-Frame(W,R) mit

• MengeW vonWelten,

• ErreichbarkeitsrelationR ⊆W 2

Kripke-Frames sind also (möglicherweise unendliche) Graphen.
Kripke-StrukturK = (W,R, V ) mit

• Kripke-Frame(W,R)

• VariablenbelegungV : W −→ (P −→ {0, 1})
ordnet jeder Welt eine Belegung der Aussagenvariablen zu

Kripke-Strukturen sind also Graphen, deren Knoten mit Mengen aus2P gefärbt
sind.

8.3 Modellrelation

ML(p)-Formeln werden in Kripke-Strukturen(K,u) = (W,R, V, u) mit einer aus-
gezeichneten Weltu ∈W interpretiert.
induktive Definition für(K,u) |= ϕ

(K,u) |= p gdw. p ∈ V (u)
(K,u) |= ¬ϕ gdw. (K,u) 6|= ϕ

(K,u) |= ϕ ∧ ψ gdw. (K,u) |= ϕ und(K,u) |= ψ

(K,u) |= �ϕ gdw. ∃w ∈W (R(u,w) ∧ (K,w) 6|= ϕ)
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8.4 Einbettung in FO

Für jede MengeP von Aussagenvariablen definieren wir die relationale Signatur
Σ(P ) = {(R, 2)} ∪ {(a, 1) | a ∈ P}
Übersetzung der Kripke-StrukturK = (W,R, V ) in die Σ(P )-StrukturSK =
(W, [·]SK

) mit

[R]SK
= R

∀a ∈ P : [a]SK
= {w ∈W | a ∈ V (w)}

ÜbersetzungT : ML(P )× {xi | i ∈ N} −→ FO[Σ(P )]

für a ∈ P : T (a, xi) = a(xi)
T (¬ϕ, xi) = ¬T (ϕ, xi)

T (ϕ ∧ ψ, xi) = T (ϕ, xi) ∧ T (ψ, xi)
T (�ϕ, xi) = ∃xj (R(xi, xj) ∧ T (ϕ, xj))

wobeixj eine neue Variable ist, die inT (ϕ, xi) nicht vorkommt.

Satz 8.1 Für jede Formelϕ ∈ ML(P ) und jede Kripke-Struktur(K,u) gilt

(K,u) |= ϕ gdw. Jθ(T (ϕ, x0))KSK
= 1 für θ(x0) = u.

Damit lassen sich für jede Formelϕ ∈ ML(P ) Erfüllbarkeit und Gültigkeit durch
die entsprechenden Tests inFO[Σ(P )] bestimmen.
Läßt sich auch jede Formel ausFO[Σ(P )] in eine „äquivalente“ML(P )-Formel
übersetzen?

8.5 Bisimulation

Für zwei Kripke-Strukturen(W,R, V, u) und (W ′, R′, V ′, u′) heißt eine Relation
Z ⊆W ×W ′ Bisimulationgdw.

1. (u, u′) ∈ Z

2. ∀(w,w′) ∈ Z (V (w) = V ′(w′))

3. ∀(w,w′) ∈ Z ∀(w, v) ∈ R ∃v′ ∈W ′ ((w′, v′) ∈ R′ ∧ (v, v′) ∈ Z)

4. ∀(w,w′) ∈ Z ∀(w′, v′) ∈ R′ ∃v ∈W ((w, v) ∈ R ∧ (v, v′) ∈ Z)

Existiert eine Bisimulation zwischen zwei Kripke-Strukturen(K,u), (K ′, u′), dann
heißen diesebisimilar.

Satz 8.2 Für jede Formelϕ ∈ ML(P ) und zwei bisimulare Kripke-Strukturen
(K,u), (K ′, u′) gilt

(K,u) |= ϕ gdw. (K ′, u′) |= ϕ
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ML(P )-Formeln können also bisimilare Kripke-Strukturen nicht unterscheiden.
FürP = ∅ sind die Kripke-StrukturenK = ({o}, {(o, o)}, ∅, o) undK ′ = (N, {(i, i+
1) | i ∈ N}, ∅, 0) bisimilar durch die BisimulationZ = {(o, i) | i ∈ N}.
Für die Formelϕ = ∃xR(x, x) gilt JT (ϕ, x0)[x0 7→ o]KSK

= 1, aberJT (ϕ, x0)[x0 7→
0]KSK′ = 0.
Daher gilt der folgende

Fakt 8.1 FO[Σ(P )] läßt sich nicht inML(P ) einbetten.

8.6 Baummodelleingenschaft vonML

Für jede Kripke-StrukturK = (W,R, V, u) definieren wir die Kripke-Struktur
K ′ = (W ′, R′, V ′, u′) (Entfaltung vonK) mit

W ′ = {w0 . . . wn | n ∈ N ∧ w0 = u ∧ ∀i ∈ {0, . . . , n− 1} : (wi, wi + 1) ∈ R}
R′ = {(w0 . . . wn, w0 . . . wnv) ∈W ′ | (wn, v) ∈ R}

V ′(w0 . . . wn) = V (wn)
u′ = {u}

Fakt 8.2 Jede Kripke-StrukturK = (W,R, V, u) ist bisimilar zur oben definierten
Kripke-StrukturK ′ = (W ′, R′, V ′, u′).

Der der oben definierten Kripke-Struktur zugrundeliegende Kripke-Frame(W ′, R′)
ist ein kreisfreier Graph.
Gilt für die RelationR ausK: ∀x∃yR(x, y), dann ist der Kripke-Frame(W ′, R′)
auch zusammenhängend und damit ein (unendlicher) Baum.
Die Σ(P )-StrukturSK′ läßt sich in ein Baummodelltmit dom(t) = Nω einbetten.
Damit hatML(P ) die TMP und es gilt

Satz 8.3ML(P ) ist entscheidbar.
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9 Sprachen endlicher Bilder

(Bild = zweidimensionales Wort)
Menge der Positionendom(p) = {1, . . . , h(p)}×{1, . . . , b(p)} (Höheh(p), Breite
b(p))
Bild p : dom(p) −→ Σ (Matrix mit Einträgen ausΣ)
Σm,n Menge aller Bilder mitdom(p) = {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} überΣ
leeres Bildε, Σ++ =

⋃
(m,n)∈(N\{0})2 Σm,n

Bildsprache: Menge von Bildern, z.B.

Lw = {p ∈ {a}++ | h(p) = 1}
L23 = {p ∈ {a}++ | p(2, 3) = a}
LQ = {p ∈ {a}++ | h(p) = b(p)}
Lqq = {pp ∈ {a}++ | p ∈ LQ}

9.1 Tiling-Systeme

(analog zu nichtdeterministischen Automaten)
AlphabetA
A′ = A ∪ {#} (Randsymbol#)
Tiling-SystemA = (Q, δ), mit

1. endliche MengeQ 6= ∅ von Zuständen

2. Mengeδ ⊆ (A ∪ {#})×Q von Kacheln

(
(a1, q1) (a2, q2)
(a3, q3) (a4, q4)

)
Akzeptierender LaufvonA = (Q, δ) aufp ∈ A++:
r : {0, . . . , h(p) + 1} × {0, . . . , b(p) + 1} −→ Q mit

∀(i, j) ∈ {0, . . . , h(p)}×{0, . . . , b(p)} :
(

(ai,j , qi,j) (ai,j+1, qi,j+1)
(ai+1,j , qi+1,j) (ai+1,j+1, qi+1,j+1)

)
∈ δ

Das Tiling-SystemA = (Q, δ) akzeptiertein Bild p ∈ A++ gdw. ein akzeptieren-
der Lauf vonA aufp existiert.
L(A) = Menge aller vonA akzeptierten Wörter.
RECTS = {L | ∃TSA : L = L(A)} Menge aller erkennbaren Sprachen endlicher
Bilder

Satz 9.1 RECTS ist unter∪, ∩ und Projektion abgeschlossen.
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Fakt 9.1 Für jedes AlphabetA mit |A| > 1 gilt

1. Lqq = {pp ∈ A++ | p ∈ LQ} 6∈ RECTS

2. A++ \ Lqq ∈ RECTS

Aber: für |A| = 1 gilt Lqq = {pp | p ∈ LQ} ∈ RECTS

Folgerung 9.1 RECTS ist nicht unter Komplement abgeschlossen.

Satz 9.2 Für ein Tiling-SystemA ist unentscheidbar, obL(A) = ∅ gilt.

Beweis: Reduktion auf Halteproblem für TM

9.2 Logik über Bildsprachen

Syntax

AlphabetA
Logik MSOA[S1, S2] wie in Abschnitt 6.6, aber mit anderer Interpretation der
NachfolgerrelationenS1, S2.
Logik EMSOA[S1, S2] (ExistentielleMSO):
ϕ ::= P | ¬ϕ | ϕ ∗ ψ | Qxϕ | ∃Xη
mit MSO-AtomenP , x ∈ XFO,X ∈ XMSO, EMSOA[S1, S2]-Formelnϕ,ψ,
FO-Formelnη, ∗ ∈ {∨,∧,→,↔},Q ∈ {∀,∃}

Semantik

Jedes Bildp ∈ A++ (alsop : dom(p) −→ A) definiert dieBildstruktur
p = (dom(p), [·]p) mit

[S1]p =
{
((i, j), (i+ 1, j)) ∈ dom(p)2

}
[S2]p =

{
((i, j), (i, j + 1)) ∈ dom(p)2

}
∀a ∈ A : [Pa]p = {(i, j) ∈ dom(p) | p(i, j) = a}

ϕo(x) := ¬∃xS1(y, x)
ϕl(x) := ¬∃xS2(y, x)
ϕlo(x) := ϕo(x) ∧ ϕlo

analogϕu(x), ϕr(x), ϕro(x), . . .
von Satzϕ ∈ MSOA[S1, S2] definierte Bildsprache

L(ϕ) = {p | JϕKp = 1}
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Beispiele: (fürA = {a, b})

ϕ = ∃x∃x′∃y∃y′
(
ϕlo(x) ∧ S1(x, x′) ∧ S2(x′, y) ∧ S2(y, y′) ∧ Pa(y′)

)
L(ϕ) = L23

ϕ = ∃X

 ∃x (ϕlo(x) ∧X(x))∧
∀x∀y∀z (X(x) ∧ S1(x, y) ∧ S2(y, z)→ X(z))
∧∀x ((ϕu(x) ∨ ϕr(x))→ (¬X(x) ∧ ϕru(x))


L(ϕ) = LQ

Die BildspracheL ⊆ A++ heißtEMSOA[S1, S2]-definierbar, falls ein Satzϕ ∈
EMSOA[S1, S2] mit L = L(ϕ) existiert.

Satz 9.3 (Giammaresi, Restivo, Seibert, Thomas 1994)Für jede BildspracheL ⊆
A++ gilt L ∈ RECTS gdw. ∃ϕ ∈ EMSOA[S1, S2] : L = L(ϕ).

Lqq istMSOA[S1, S2]-definierbar, aber für|A| > 1 nichtEMSOA[S1, S2]-definierbar.
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