Literatur zu Graphen Gerichtete Graphen
Graph-Diagramme
gerichteter Graph (V, E) (Digraph)
» Menge V von Ecken oder Knoten (vertex)
» Menge E C V? von Kanten (edge)

Reinhard Diestel: Graphentheorie )
Springer-Verlag, Heidelberg, 2006 Endpunkie von (a,b) € E sinda,b € V

htt p: / / www. mat h. uni - hanbur g. de/ hone/ di est el / books/ gr aphent Schlinge Kante (a,a) € E mitaeV
Beispiel: (V,E) mit

V = {0,1,....,4}
E = {(i,j)|j=i+1oderj=i+3}

gerichteter Graph:
einsortige relationale Struktur mit einer zweistelligen Relation

Reprasentationen endlicher Graphen Ungerichtete Graphen

ungerichteter schlingenfreier Graph (V,E)

Graph G = (V, E) als Relation » Menge V von Ecken

(explizite oder implizite) Angabe aller Elemente von V und E » Menge E C (\é) von Kanten

Notation: ab statt {a,b}
mit v
Adjazenzmatrix von G = (V,E): <2> ={M CV | M enthalt genau 2 Elemente}
V| x [V|-Matrix A = (a;;) mit

Diagramm des Graphen

ungerichteter Graph ohne Schlingen:
einsortige relationale Struktur mit einer
zweistelligen symmetrischen irreflexiven Relation

a — 1 wennvjyvj €E
71 0 sonst

Adjazenzliste von G = (V,E): Graph (ohne Zusatz) bedeutet im Folgenden immer
Lg:V — 2V mitu € Lg(v) gdw. (v,u) € E endlich, ungerichtet und schlingenfrei


http://www.math.uni-hamburg.de/home/diestel/books/graphentheorie/

Ordnung von Graphen Nachbarschatft

Bezeichnung: Fur jede endliche Menge A bezeichnet |A| die Ecken u,v €V heiRen im Graphen (V,E)
Anzahl der Elemente in A benachbart (adjazent) gdw. uv € E
unabhangig gdw. uv ¢ E

Ordnung des Graphen (V,E):

Anzahl [V] der Ecken Nachbarschaft (Menge aller Nachbarn) einer Ecke v in G:

Ng(v)={ueV |uv eE
Der Graph (V, E) heift a(v) =A{ | }
leer gdw. V =0 undE =
isoliert gdw. E =0

. . Y
vollstandig gdw. E = () Ecke v € V mit Ng(v) = 0 hei3t isoliert.

Eckengrad Graph-Isomorphie

Graph (V,E) _ (siehe Definition der Isomorphie relationaler Strukturen)
G = (V. E) definiert Funktion gradg : V — N, Zwei Graphen G = (Vg,Eg) und H = (Vy, Ey) heiRen
wobei fir alle a € V gilt isomorph (G ~ h), falls eine Bijektion f : Vg — V}; existiert, so

grads(a) = |Ng(a)| daf3 fur alle a,b € Vg qilt:
gradg(a) heifldt Grad der Ecke a. {f(a),f(b)} € Ey gdw. {a,b} € Eg
(V,E) heif3t n-regulér (regulér), falls fur alle a € V gilt
gradg(a) =n
Satz 3.1 Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf Menge aller
Fir jeden Graphen (V, E) gilt Graphen.

Aquivalenzklassen [G]~ heiRen Isomorphieklassen
Z gradg(a) = 2|E| prominente Isomorphieklassen:
acV

n = [({1, ey n}, @)]f:

K, =[({1,... {Lonhyy o
Folgerung 3.2 (Handshake-Lemma) [({1,...,n}, ("™~

In jedem endlichen Graphen ist die Anzahl der Ecken von Po =I(1,....n}, {{f’f +1} ’_' €{l...on=1h)~



Graphinvarianten Graph-Relationen

Fur Graphen G = (Vg,Eg) und H = (Vy,En) heiBt H

Funktion f von Graphen heif3t Graphinvariante gdw. ftr _ )
Teilgraph von G, gdw. Vy C Vg und Ey C Eg gilt

isomorphe Graphen G, H gilt: f(G) =f(H)

echter Teilgraph von G, gdw. H ist Teilgraph von G und H # G
Beispiele:

» Anzahl der Ecken
» Anzahl der Kanten
» Menge der Knotengrade

induzierter Teilgraph von G, gdw. Vy C Vg und
En = {{a7b} €Eg | {a>b} C VH}
(Autotool: Beschréankung von G auf V)

und Vy = VG
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Operationen auf Graphen Bipartite Graphen
Fir zwei Graphen G = (Vg,Eg) und H = (Vy, Ey) wird
definiert Defi nition 3.3
GUH = (Vg UVy,Eg UER) Ein Graph G = (V, E) heil3t bipartit gdw. eine Zerlegung

{Vo,V1}vonV (d.h. VoNVy =0 und Vo UV =V)

GNH =(VgNVy,EGNE . -
(Ve H>EG H) m|t((\QO)U(\/Zl)>ﬂE:@EXIStIeI’t.

GOH = (Vg x Vy,E) mit

(a=cund (b,d) € Ey) Beispiele:
oder ((a,c) € Egundb =d) » P,firallene N
> KnnflrallemneN

E - {((a,b),<c,d>>

G+H = (Vg UVy,Eg UEH U (Vg x Vy)) > kein K firn > 2
fur Vg und Vy disjunkt » Cpfirallen>1mitn=,0
Graphenklassen: Kmn = Im * In, Fakt
Sterne Ky p Ein Graph G = (V, E) ist genau dann bipartit, wenn ein

allgemein Kp, . ny = In, * - g, firm > 1 Kmn = (V,E’) existiert, so daB E C E’ ist.
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Komplementargraph

fir G = (V,E) und Eckenmenge U C V

G- U=(V\UE\ {{uv}|{uvinu 0

Fir G = (V,E) und Kantenmenge F C (%)

G- F=(V,E\F)

Komplementéargraph von Fir G = (V,E):

o1 2)16) e

G heiRt selbstkomplementar gdw. G ~ G
Beispiele: P4, Cs
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Kreise in Graphen

Kreis im Graphen G:

Teilgraph C von G, der fur ein n € N isomorph zu C ist.

echte Kreise: C, mitn > 3

Kreis C = (V/,E’) in G = (V, E) ist eindeutig bestimmt durch
» Menge E’ C E der Kanten oder
» Folge (vq,...,Vn,Vv1) der EckeninV/ CV

Lange des Kreises = Anzahl der Kanten

z.B. Lange von Cs ist 5

Satz 3.4

1. Jeder Graph
min{grads(a
2. Jeder Graph
min{gradg(a

V, E) enthalt einen Pfad mit
| a €V} +1Knoten.

V, E) enthélt einen Kreis mit mindestens
| a €V} +1Knoten.

— e —

Satz 3.5
Ein Graph ist genau dann bipartit, wenn er keinen echten Kreis
ungerader Lange enthélt.
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Pfade in Graphen

Pfad im Graphen G:
Teilgraph P von G, der fir ein n € N isomorph zu Py, ist.

Pfad P = (V/,E’) in G = (V, E) ist eindeutig bestimmt durch
» Menge E’ C E der Kanten oder
» Folge (vi,...,vn) der Eckenin V' CV

Lange des Pfades = Anzahl der Kanten
z.B. Lange von Ps ist 4

Pfad von a nach b im Graphen G:
Pfad p = (v1,...,Vh)inG mitv; =aundv, =b

Maximaler Pfad in G bzgl. Teilgraph-Relation:

Pfad P = (V',E’) ist maximaler Pfad in G = (V, E) gdw.
fur alle Kanten {a,b} € E gilt:

(V'u{a,b},E’U{ab}) ist kein Pfad in G
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Wege in Graphen

Weg w im Graphen G = (V,E):
Folge von Kantenw = (V1Va,...,VpVphyi1) € EX
(Kanten kdnnen mehrfach vorkommen)

durch Folge der Ecken (vq,...,Vvny1) eindeutig bestimmt

Weg von a hach b in G:
Weg (V1,...,Vp)iING mitvy =aundv, =b

Fir jede Ecke v € V ist (v) ein Weg von v nach v

Wege (v1,...,Vn) Mit vy = v, heillen geschlossen
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Pfade und Kreise in Wegen

Jeder Weg w = (V1Va,...,Vh_1Vy) im Graphen G definiert
einen Teilgraphen Hy, = ({V1,...,Vn},{V1V2,...,Vh_1Vn}) In G.

Satz 3.6
Jeder Weg von a nach b in G enthélt einen Pfad von a nach b
in G als Teilfolge.

Satz 3.7

Existieren in einem Graphen G = (V, E) zwei verschiedene
(nicht Gberall gleiche) Pfade zwischen a € V und b € V, dann
enthalt G einen Kreis.
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Baume

G = (V, E) hei3t Baum, wenn
» G zusammenhangend ist und
» kein Teilgraph von G ein echter Kreis ist.

G = (V, E) heif3t Wald, wenn kein Teilgraph von G ein echter
Kreis ist.

v € V mit grad(v) < 1 heif3t Blatt

Lemma 3.8
Jeder Baum mit mindestens 2 Ecken hat mindestens 2 Blatter.

Lemma 3.9
Fur jeden Graphen G = (V,E) und jedes Blatt v € V gilt:
G ist ein Baum gdw. G — v ein Baum ist.
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Zusammenhangsrelation

Relation Rg auf V2 im Graphen G = (V,E)
(u,v) € Rg gdw. es existiert ein Weg von u nachv in G

Fakt
Fur jeden Graphen G = (V, E) ist Rg eine Aquivalenzrelation
aufV.

Aquivalenzklassen [u]r, sind Knotenmengen

Von [u]r, induzierte Teilgraphen von G
heiRen Zusammenhangskomponenten von G
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Charakterisierung der Baume

Satz 3.10
Fur jeden Graphen G = (V, E) sind folgenden Aussagen
aquivalent:

1. Gist ein Baum.

2. Zwischen je zwei Ecken u,v € V existiert genau ein Pfad
in G.

3. G ist minimal zusammenhangend.

(G ist zusammenhangend und fir jede Kante uv € E ist
(V,E \ {uv}) nicht zusammenh&ngend)

4. G ist maximal kreisfrei.
(G enthélt keinen echten Kreis und fir jede Kante
uv € (%) \ E enthalt (V,E U {uv}) einen echten Kreis)



Geruste

Teilgraph H von G heif3t Gerust von G, falls
» H ein Baum und
» H ein aufspannender Teilgraph von G ist.

Beispiele:
» PsinKsg
> K174 in Kg
» G fUr jeden Baum G
» I3 hat kein Gerust
» P, UK, hat kein Gerlst

Satz 3.11
G ist genau dann zusammenhangend, wenn G ein Gerust
besitzt.
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