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5 Arithmetik

Es sei 91:= (N,0,0,+, ) die Ubliche Arithmetik mit den Operationen O,
o (Nachfolger g(X) = x+ 1), 4+ und -, und es seien

2ar =4(0,0),(0,1),(+,2),(-,2)} und TN die dazugehdrige Signatur
und Interpretation.

IN ={@ : @ ist Zao-Satzund Ty (¢) =1}

De nition 5.1 Zwei 2-Strukturen 2L, B heil3en elementar aquivalent <
Es gibt Interpretationen J5 und Jg derart, dass Ja (¢) = Jg (¢) fur
jeden Z-Satz ¢ qilt. []

Satz 5.1 (Satz von Skolem) Es gibt ein abzahlbares
Nichtstandardmodell von 1, d.h., es gibt eine abzéahlbare, zu )1
elementar aquivalente 2 a(-Struktur, die nicht zu 1 isomorph ist.
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De nition 5.2 [PEANOsches Axiomensystem]

$1 = VVoVV1 (OVo = OVL — Vg = V1) $o =Vvg—OVp =0
Pp3=Yo (-vo=0— vy Vg =0OV1) Gs =YVoVo+0=\Vvg
$s = YWoVv1 Vo + ovi = 0 (Vo + V1) b =YVo Vo-0=0

7 =VVoVV1 Vo OV1 = (Vo V1) +Vo

Induktionsaxiom: Fir jeden 2ar-Ausdruck ¢ = (Y1, ..., Yn,X) gilt

Oy ="y1... W (WIAYX(Y — PZ)) — WP . [

Das PEANOsche Axiomensystem
PA={¢i:i=1,...,7 U{¢y: ist Za-Ausdruck} definiert eine
Arithmetik Tpa = {@ : ¢ ist Za,-Satz und PA - ¢ }, fir die Tpa C Ty gilt.

‘Tea ist aufzahlbar, wahrend €y vollstandig ist.
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Lemma 5.2 Zu jeder k-bandrigen Turing-Maschine 971 Gber {0, 1} kann
man effektiv einen Za,-Ausdruck Xm (X1,...,Xk, Y1,---,Yk) angeben, fur

den genau dann Iy (xm (I1,..., Ik, M, ..., M)) = 1 gilt, wenn 901,
angesetzt auf die Eingabe (l1,...,lx), mit der Ausgabe (my, ..., my)
anhalt.

Lemma 5.3 (Lemma Uber die GODELsche [3-Funktion)
Es gibt eine Funktion 8 : N° — N mit;

1. Zu jeder endlichen Folge (ap,...,a,) Uber N gibt es Werter,pe N
derart, da B(r,p,i) =@ furi < /.

2. Es gibt einen Za,-Ausdruck ¢g(Vo,V1,V2,V3) derart, dass fir alle
I,p,i1,a€ N genau dann Jy (¢B(r, p,i,a)) = 1 gilt, wenn

B(r,p,i)=a.
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Zum Beweis von Lemma 5.2

Die Turing-Maschine 9t = ({0,1},{0,1},{0,1,....kw },0,0,9,{kw })
halt genau dann bei Eingabe I, ..., Ik mit Ausgabe my,..., mg an, wenn
es Konfigurationen Xi,zi,ﬁi e NKx {0,1,..., kv } x NK mit der
folgenden Eigenschatft gibt:

(2L o IA)L I By 20=0AAo=0APo= (T,...,T)A
\V/t t<UHA(Zt,Xt,ﬁt,Zt+1,Xt+1,ﬁt+1) A\
ZUERM /\XUE())/\[_))UE(I"_H]_,...,W]()

Diese Formel ist kein 2r-Ausdruck der Pradikatenlogik erster Stufe, da
tber (endliche) Folgen von Variablen quantifiziert wird.
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Abbildung 1: Zur Konstruktion des Sa-Ausdrucks D im Beweis von Lemma 5.2
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Folgerung 5.4 1. Zu jeder rekursiven Relation RC Nk gibt es einen
2 ar-Ausdruck ¢ (Y1, ...,Yk) derart, dass genau dann
(fl, . ,ﬁk) € Rwenn Jy (gb(Zl, e ,Zk)) = 1.

2. Zu jeder rekursiven Funktion f : NK - N gibt es einen 2 -Ausdruck
Y(y1,...,Yk Y) derart, dass genau dann
f(ly,...,0¢) = £ wenn Iy (W(ly,... 00) =1

Bemerkung: Insbesondere qilt bei 2.
jN Ely(('l'l(zla e 7Zk7y) /\\V/V((.,U(Zl, e ,Zk,V) — V= y) =1
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5.1 Die GODELschen Unvollstandigkeitssatze

De nition 5.3 1. Eine Relation £ C NX heiRt reprasentierbar in @, falls
es einen Za,-Ausdruck @ (ys,...,Yk) derart gibt, dass fir alle
n1,...,Nk € N gilt:

Wenn (ng,...,Nk) € Q,s0 @+ ¢(Ng,...,Nk), und
wenn (Ng,...,Nk) € Q,so0 @+ -¢(Ng,...,NK).
Wir sagen dann, @ reprasentiere £).

2. Eine Funktion f : NK — N heif3t reprasentierbar in @, falls es einen
2ar-Ausdruck ¢ (Y1, .. .,Yk,Y) derat gibt, dass fur alle ng,. .., ng,n € N gilt:
Wenn f(ny,...,nk) =n,so ®+ ¢(Ng,..., N, N),
wenn f(Nng,...,Nk) #N,s0 @+ =@ (Ng,...,Ng,N)
und @ - 3= Lyg (ng,... Mg, Y).

Wir sagen dann, @ reprasentiere f. []
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Lemma 5.5 Es seien @, Mengen von 2 a,-Ausdriicken.

1. Ist @ nicht widerspruchsfrei, so ist jede Relation und jede Funktion in
@ reprasentierbar.

2. Gilt @ C WY, sosind alle in @ reprasentierbaren Relationen und
Funktionen auch in ¥ reprasentierbar.

3. Ist ® widerspruchsfrei und entscheidbar, so ist jede in @
reprasentierbare Relation rekursiv entscheidbar und jede in @
reprasentierbare Funktion rekursiv.

De nition 5.4 Wir sagen, @ erlaube Reprasentierungen, wenn alle
rekursiven (berechenbaren) Funktionen in @ reprasentierbar sind. []

Lemma 5.6 Die Arithmetiken ‘TN und Tpa erlauben Reprasentierungen.
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Satz 5.7 (1. GODELscher Unvollst ndigkeitssatz)

@ sei widerspruchsfrei und erlaube Reprasentierungen. Dann gibt es
einen Satz der Arithmetik @ derart, dass weder @ - ¢ noch @ - —¢
gelten.

De nition 5.5 Es sei @ eine Menge von 2-Ausdriicken und es sei ¢ ein
2 -Ausdruck. Es gelte Abl(¢) genau dann, wenn es eine Ableitung mit
letzter Zeile ' ¢ und [ C @ gibt. []

Satz 5.8 (2. GODELscher Unvollst ndigkeitssatz)

Es sei wfrél ¢ := —Ablp(—-0=0).

Ist @ widerspruchsfrei, entscheidbar und erlaubt @ Reprasentierungen,
so gilt nicht @ - wfrel .
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6 Die Pradikatenlogik zweiter Stufe

Satz 6.1 In der Pradikatenlogik der zweiten Stufe gilt der
Endlichkeitssatz nicht:

Eine Menge von Ausdriicken ist nicht notwendig erftllbar, wenn jede
ihrer endlichen Teilmengen erfullbar ist.

Satz 6.2 (Nichtvollst ndigkeit der Logik zweiter Stufe) Die Menge
der allgemeingultigen 2,-Satze ist nicht aufzahlbar.
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6.1 Die Arithmetik zweiter Stufe

Axiome der Arithmetik der zweiten Stufe

(P1) Wv(-ov=0)
(P2) VWy(ov=0y—V=Yy)
(P3) YWY(Y(0O)AVV(Y(V) = Y(av)) — VYY(Y))

Satz 6.3 (Dedekind) Jede >-Struktur (M, mg, f), die die PEANOschen
Axiome der zweiten Stufe erfiillt, ist zu (N,0,+1) isomorph.

Lemma 6.4 In der eingeschrankten monadischen Arithmetik der zweiten
Stufe (S1S) sind die Relationen <, = und < de nierbar, d.h., es gibt

2 -Ausdriicke ¢<(t,u), ¢=(t,u) und ¢ (t,u) derart, dass ¢ (m,N) genau
dann ein Satz der S1S ist, wenn m < n gilt.
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6.2 Die Entscheidbarkeit der
eingeschrankten®monadischenPArithmetik der
zweiten Stufe

De nition 6.1 Es sei X ein Alphabet. { € X : <= £ :N\{0} — X. O

De nition 6.2 Es sei A = (X,Z,2p,0,Z¢) ein endlicher
(nichtdeterministischer) Automat.

Eine Sequenz ((£(i),z))2 1 heiBt Lauf von 2 auf ¢ € X%, falls
(z_1,&(i),z) furallei =1,2,... gilt. ]

De nition 6.3 Eine Teilmenge F C X% wird von einem endlichen
Automaten (X,Z,2y,0,Z¢) im Sinne von BUCHI akzeptiert, falls genau
dann & € F gilt, wenn es einen Lauf (((i),z))2 ; auf & gibt, fur den

z, € Zs fur unendlich viele 1 € N gilt. []

bNur die Nachfogefunktion s, aber keine Addition ist erlaubt.
bNur Quantifizierung tber einstellige Pradikatenvariablen ist erlaubt.
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Codierung von Automaten

Es sei (X,Z,29,0,Z¢) ein endlicher Automat mit
X C{0,1}M 72C{0,1}K, 20€Z,Zt CZund 5 CZx X x Z.

~¢ ,fallsa=0

Notation: .=
¢ ¢ , anderenfalls.

Istz=(ay,...,8), SO heildt
Xz(Y1,..., Y1) = Yl(t)al A... /\Yk(t)ak

,2der Automat be ndet sich zum Zeitpunkt t im Zustand Z.

Essei(za,Z)ed,aeX, Xxa(Xg,...,Xm,t) = Xp ()2 A ... A Xp(t)2 flir
a = (ag,...,a8m). Dann beschreibt der Ausdruck

(X]_,W X, Y1, - -+, Yk) Z:XZO(Y]_,...,Yk,O)/\
Vt( XZ(Y17 - ,Yk,t) /\Xa(xl, oo, Xm,t+ 1) /\XZO(Yl, oYt 1))

(za,HDed
einen Lauf des Automaten.
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Satz 6.5 Fur jeden endlichen Automaten 9t = (X, Z,2y,0,Z¢) mit
X C {0,1}Mund Z C {0,1}* beschreibt der Ausdruck

dm (X1,...,Xm) :=
Y1 3A K, - Xmy YY) A
vt3u(p<(t,u) A ~ xz(Yl,-.-,Yk,U)))

VISYA
die von 91 akzeptierte w-Sprache.

Satz 6.6 (Buc hi)

Es seien F,F, € X% und E C (X x X")® durch Biichi-Automaten
akzeptierbare Mengen von w-Wortern. Dann sind auch FiNk, HUP,
X\ F; sowie pr(E) durch Biichi-Automaten akzeptierbar.

Hierbei sei pr(((a,b))2 1) = (@)
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Lemma 6.7 Zu jeder S1S-Formel ¢ kann man eine aquivalente
S1S-Formel ¢’ konstruieren, die nur atomare Bestandteile der Form
X=Y, X=Yy-+ 1lund X(t) enthalt.

Umwandlung von S1S-Formeln in S1Sg-Formeln.
De nition 6.4 [S1Sy-Formel]
1. X CY, Sing(X) und Succ(X,Y) sind (atomare) S1Sp-Formeln.

2. Sind ¢, Y S1Sy-Formeln, so sind auch =@, (¢ AY), (¢ V ), sowie
X ¢ und VX ¢ S1Sy-Formeln. ]

XCY < WVt(X(t)—=Y(1))
Sng(X) <= dZZCXA-XCZAWY CX-Y=XVY=2)
Succ(X,Y) <= Sing(X)ASing(Y)AVt(X(t) = Y(t+1))
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Satz 6.8 Es sei ¢ eine S1S-Formel. Dann ist es entscheidbar, ob ¢
allgemeingultig, erfilloar oder widersprichlich ist.

Satz 6.9 Zu jeder S1S-Formel der Form ¢ (X4, ..., Xm) kann man eine
aquivalente der Form 3Y1...3Yk@'(X1,...,Xm, Y1,...,Yk), bei derin ¢’
nur Quantoren Uber Individuenvariablen vorkommen, konstruieren.
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6.3 X% als metrischer Raum

De nition 6.5 Esseifuré,n € X¥(d.h. &£,n: N\ {0} — X)
38
<0 wenn & =n

p(&,n) = : max{2~":&(n)#n(n)}, anderenfalls. N

Lemma 6.10 (X%, p) ist ein kompakter metrischer Raum.

Zum Beweis: p(&,n) = 0 «—— &=n,

p(&,n) p(n,é),

p(§,¢) < max{p(&,n),p(n,{)} und
Jede Folge hat eine konvergente Teilfolge.
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De nition 6.6
pref(é) = {w:weX*Aw@¢}
S
pref(F) = perpref(n) L

Lemma 6.11 Eine Teilmenge F C X% ist genau dann abgeschlossen,
wenn aus pref(é) C pref(F) auch & € F folgt.

Lemma 6.12 Wird eine Teilmenge F C X% von einem BUcCHI-Automaten
akzeptiert, so ist pref(F) eine regulare Sprache.

Lemma 6.13 Ist eine Teilmenge F C X% abgeschlossen und wird von
einem BUCHI-Automaten akzeptiert, so gibt es einen BUCHI-Automaten
der Form (X,Z,29,0,Z), d.h. mit Z; = Z, der F akzeptiert.

Folgerung 6.14 Eine S1S-Formel ¢ (Xy,...,Xmn) beschreibt genau dann
eine abgeschlossene Teilmenge von {0,1}™ wenn sie aquivalent zu
einer S1S-Formel der Form 3Y1... G Vt@' (Xq,...,Xm, Y1,..., Yk, t) mit
quantorenfreiem ¢’ ist.
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Quadratzahlen:

t ist Quadrat:

t=u?:
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SqY) :=Y(0) AY (DA
VIVU(t <UAY (D) AY(U)AVV(E <V<U— TY(V)) —
WY (W) AVW(U<V<W— Y (V) AW+t =2u+ 2))
sq(t) == 3Y(Sa(Y) AY (L))
sgeq(t,u) :==sg(t) AIv sq(v) At < VA
YWt <w<V— -sq(w)) At+2u+1=v)
m(t,u,v) ;= IwaxIy3z u+v=wAsgeq(x,w)A

sgeq(y, u) Asgeq(z,v) AX=y+z+ 2t



Logik und Berechenbarkeit

/ Temporale Logik LTL
Syntax: Aufbau aus Aussagevariablen pj,..., Ppn mit den tblichen
Junktoren und den temporalen Operatoren F, G, U und X.

Semantik: Interpretation in unendlichen Wortern € € {0,1}%  mit
einer ,jetzt“-Position
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De nition 7.1 [Semantik der LTL]
Fir ¢ und & € {0,1}K @ seien:

e &, )EpP:=¢i(l)=1
e (&, ))E®:<—= (&,)) F~ ¢, analog fir V, A, —, «
o (£,))FG¢:«<= furallek> jgilt (&.k) = ¢
o (£,))FF¢:< fureink> jgilt (£,k) = ¢
o (,)EXP: = (it F¢
e (£,))E0UY: < esgibteink> j derart, dass (£,k) =

und (&,K) = ¢ faralle K, j <K <k
L(¢):={&:(&,1) = ¢} ist die durch ¢ definierte w-Sprache.

60



