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1. Problem

Wenn Ihr hier wie iiblich einen heiteren Artikel oh-
ne nennenswerten Inhalt erwartet, muss ich Euch
diesmal leider herb enttiuschen. Es geht um Quan-
toren und deren inkorrekten Gebrauch. Denn hier
ist der Spaf} klipp und klar zu Ende. Grinst nicht!
Wenn ich schon mal ernst wirken will ...

Um zu demonstrieren, woran unsere Pingeligkeit
Anstol nimmt, nehmen wir einmal die allseits be-
kannte Definition fiir die Stetigkeit einer reellen
Funktion f iiber ihrem gesamten Definitionsbe-
reich her und lassen diese Formel einfach auf uns
wirken:

Ve >035(e) >0: Yy eR:
lz —yl < é(e) = |f(z) — fly)l <e

So konnte dieser Ausdruck an der Tafel in einer
beliebigen AnalysisI-Vorlesung gestanden haben.
Huh, da fingt aber unser hochverehrter GEORG
QUANTOR im Grabe an zu rotieren. Deshalb Halt,
liebe Kinder zu Hause an den Bildschirmen, macht
das nicht nach! Bitte schreibt das nicht ab und be-
hauptet, Thr hittet es von mir! Denn was da steht,
ist Murks.

Was hat er denn nur?

Uberlegt genau, was da wirklich steht! Steht da

Vr e R

VeeR :Ve>035(e) >0:VyeR:
|z —yl < d(e) = |f(z) - Fly)| <e

was der normalen Stetigkeit entspricht, oder soll
es

Ve >030(e) >0:Vz € RVy € R :
|z —y| <d(e) = |f(z) - fly)l <e

bedeuten, was der gleichmifigen Stetigkeit ent-
spricht?

»,Ja“, sagt der versierte Quantoren-Anwender,
»worauf sich die Quantoren beziehen, das ersieht
man doch aus dem Kontext.“ Diese gerne hervor-
gebrachte Widerrede haben wir mit diesem Fall so
eben elegant ausgehebelt. Hm, was ist eigentlich
dagegen einzuwenden, wenn man der uneindeuti-
gen Variante die eindeutige vorzieht, ohne dabei
mehr schreiben zu miissen?

Jedoch sollte man die Diskussion auf dieser Ebene
gar nicht fithren, denn ein Blick auf die Urspriinge
der Quantoren verrit einem, wieso sich die Frage
nach dem Voranstellen oder Hintenansetzen von
Quantoren gar nicht stellt.

2. Woher kommen die Quantoren?

Na das ist doch ganz klar: Quantoren sind symbo-
lische Abkiirzungen fiir die Redewendungen ,,fiir
alle“ und ,es gibt mindestens ein“. Weifl doch je-
der Erstsemestler. Leider. Nur weil es hinreichend
viele Professoren so sehen, ist es aber noch nicht
richtig.

Wie hingt das alles nun wirklich zusammen?
Fangen wir ganz von vorne an. Im Folgenden soll
die Zahl n immer eine ganze Zahl bezeichnen. Neh-
men wir als Beispiel die Aussage

n ist eine gerade Zahl.
oder kurz
2|n

Behaupten kann man es einfach einmal. Hm, fiir
n = 2 und n = 6 zum Beispiel stimmt die Aussage
sogar.

n=2V6=2n

Type mismatch in line 1:
V requires boolean as operands

Wollte Euch doch nur mal testen. Obwohl sich

Wenn n gleich 2 oder 6 ist,
ist n eine gerade Zahl.

ganz verniinftig anhort, ist die 1:1-Ubersetzung
in Symbole vollig daneben. Richtig ist selbst-
versténdlich:

m=2=2n)A(n==6=2n)

Aber es gibt noch viel mehr gerade Zahlen.

(n=0=2|n) A

m==-2=2n)A(n=2=2n)A

m=—-4=2n)A(n=4=2n)...
Hm, ,,...“ ist aber nicht besonders exakt.

Ob man vielleicht das Und-Symbol wie ein Sum-
menzeichen verwenden kann?

/\ (n =2k = 2|n)

keZ
Aber kann man das so hinschreiben? Ja, man kann.
War auch einige Zeit iiblich, es so zu notieren. Die-
sen Ausdruck kann man jetzt auch lesen als
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Fiir alle k € Z gilt: n = 2k = 2|n.
Die gebiindelte Schreibweise hat gegeniiber
»--- ¢ zudem den Vorteil, dass man auch iber
iiberabzdhlbare Mengen etwas aussagen kann.
Nun kann man statt A auch ein V schreiben, die
Laufvariable statt darunter daneben setzen und
den Implikationspfeil zum Doppelpunkt machen,
und man erhilt die gleiche Aussage, nur anders
aufgeschrieben. Wie Thr seht, hat die der menschli-
chen Sprache nihere Symbolik mit V die Oberhand
gewonnen, und diese hat dann wohl den heutigen
Missverstindnissen den Weg geebnet. Bei A k&me
jedenfalls keiner auf die Idee, es hinter den quan-
tifizierten Ausdruck zu schreiben, genauso wie es
sich keiner wagt,

=0

zu schreiben, wenn er die ganzen Zahlen von 0 bis
n addieren will. Wenn man schon unbedingt etwas
hinter einen zu quantifizierenden Ausdruck schrei-
ben will, dann bitte Verbales wie , fiir alle z“ oder
Hfiir ein x“.

Analog zu A kann man auch die Aussage

Es gibt ungerade Zahlen.

in Symbole fassen.

2J0)V (2f —1)V (2/1)V
2/ -2)V(2[2)V...

kurz

V @fn).

nezZ

Wenn man sich als Eselsbriicke merkt, dass \/ ein
Element, fiir das die Aussage zutrifft, aufspieft,
wihrend A an der Unterseite viel Platz fiir alle
Elemente bietet, auf die die Aussage zutrifft, ist
die Verwendung dieser beiden Symbole mindestens
genauso intuitiv wie V und 3.

3. Folgerungen

Mit diesem Hintergrundwissen ausgestattet wun-
dert es einen nicht mehr, dass das Negieren einer
quantifizierten Aussage etwas mit dem DE MOR-
GANschen Gesetz zu tun hat. Zur Erinnerung:

Original:
=(aVb) e —aN-b
—(aAb) & —aV-b
Verallgemeinert:
-\ Alz) & \ A=)
-\ Al@) & \/-A@@)

Wihrend man an einer korrekt aufgedroselten Ne-
gation der verbalen Formulierung der Stetigkeit
(und an der Variante mit bunt durcheinander
gewiirfelten Quantoren erst recht) ganz schon zu
knabbern hat, kann man das Gleiche bei korrekter
Notation problemlos vollig mechanisch abwickeln.
Danach ist eine reelle Funktion genau dann nicht
tiberall stetig, wenn:

G eR: T >0:Vi(e)>0:TyeR:
|z —yl <do(e) Alf(x) — fFy)l 2 €

4. Ausblick

Gerade in einer Zeit, in der Computerprogram-
me zum automatischen Losen und Beweisen ma-
thematischer Problemstellungen den Markt er-
obern, ist eine korrekte Notation absolut notwen-
dig. Macht man sich keine Gedanken {iber die Sa-
chen, die man aufschreibt, oder jene, die man der
Einfachheit halber weglésst, kann einem auch das
beste Computeralgebra-System nicht weiterhelfen.
Diese Systeme sind {iberhaupt erst durch eine kon-
sequente Formalisierung der Mathematik moglich
geworden und sollten Rechtfertigung genug sein
fiir das oft misstrauisch bedugte Bemiihen der Ma-
thematiker, ihre Wissenschaft zu formalisieren.
Alle Studenten, die sich bis jetzt nicht getraut ha-
ben, Thre Professoren darauf hinzuweisen, diirfen
nun diesen Artikel schwarz auf weifl ihren Vorle-
senden unter die Nasen reiben, hehe. Oder um es
einmal so zu formulieren:

(z bislang nicht mutig genug)
/\ A (z hat diesen Artikel gelesen)
(:c darf Professor diesen Artikel)

Menge unter die Nase reiben

z € aller

Studenten
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